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Kumpulan tiedekirjasto
Työ käsittelee algebrallista topologiaa. Työn päätavoite on määritellä (ei kuitenkaan konstruoida)
luokitteluavaruus topologiselle ryhmälle G. Konstruktiokin tehdään diskreetin ryhmän tapaukses-
sa. Tähan kaikkeen tarvitaan työkaluja pistejoukkotopologiasta, algebrallisesta topologiasta sekä
kategoriateoriasta.
Ensimmäinen luku koostuu johdannosta. Toisessa luvussa määritellään aivan peruskäsitteitä, kuten
topologinen ryhmä, G-avaruus ja samastuskuvaus.
Kolmannessa luvussa esitellään säiekimppujen kategoria sekä nykäisy. Nykäisy (engl. pullback) on
kategoriateoreettinen käsite, jota tarvitsemme tässä vain topologisten avaruuksien kategoriassa,
mutta rakennamme työkalun paljon yleisemmällä tasolla todistusten selkeyden vuoksi. Osoitamme,
että säiekimppujen nykäisyt ovat säiekimppuja samalla säikeellä, ja että nykäisyn avulla voidaan
palauttaa kaksi eri säiekuvauksen määritelmää toisiinsa. Konstruoimme klassisen esimerkin,
Möbiuksen nauhan. Tämä esimerkki demonstroi, että yksinkertaisimmissakaan epätriviaaleissa
säiekimpuissa trivialisoivien homeomorfismien konstruointi ei aina ole aivan helppoa.
Neljännessä luvussa keskitymme tietyntyyppisiin säiekimppuihin eli G-pääkimppuihin, joiden säie
on topologinen ryhmä G ja trivialisoivat homeomorfismit ovat G-ekvivariantteja. Jälkimmäinen
ehto aiheuttaa useita vahvoja ominaisuuksia, esimerkiksi että G-pääkimppujen kategoriassa kaikki
morfismit ovat isomorfismeja, ja sektion olemassaolo tarkoittaa triviaalisuutta. Havainnollistavana
esimerkkinä esittelemme reaaliseen projektiiviseen avaruuteen RPn liittyvän Z/2-pääkimpun.
Viidennessä luvussa kehitellään lisää algebrallisen topologian työkaluja. Määrittelemme G-
avaruuksien kierretulon ja todistamme muun muassa sen liitännäisyyden. Osoitamme, että tällä
konstruktiolla on mielenkiintoinen yhteys säiekimpun nykäisyyn. Lopuksi esittelemme rakenneryh-
mällä G varustetun säiekimpun ja annamme esimerkin tälläisestä kimpusta.
Kuudennessa luvussa todistetaan keskeinen aputulos, joka koskee yhteyttä G-ekvivarianttien ku-
vausten ja rakenneryhmällä G varustettujen säiekimppujen sektioiden välillä. Sen jälkeen päästään
viimeisessä luvussa käsiksi luokitteluavaruuden käsitteeseen, joka rakennetaan homotopiateoreettis-
ten ja kategoriateoreettisten työkalujen avulla. Määritelmässa universaalien säiekimppujen pohja-
avaruudet ovat CW-komplekseja, mikä on hyvä lähestymistapa homotopiateorian näkökulmasta.
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Luku 1
Johdanto
Tämä tutkielma käsittelee erilaisia säiekimppuja. Kuvailevasti voisi sanoa, että säiekimput
ovat avaruuksia, jotka näyttävät lokaalisti tuloavaruudelta, jossa toinen tulon tekijä on
säie säiekimppuun liittyvässä projektiossa. Aluksi määrittelemme yleisen säiekimpun kä-
sitteen, jonka jälkeen siirrymme tutkimaan säiekimppuja, joihin liittyy jokin topologinen
ryhmä G. Käsittelemme ensin G-pääkimppuja eli säiekimppuja joiden säie on topologi-
nen ryhmä G ja joiden trivialisoivat homeomorﬁsmit ovat G-ekvivariantteja, ja sen jälkeen
säiekimppuja rakenneryhmällä G. Osoitamme hyödyllisen yhteyden G-ekvivarianttien ku-
vausten ja rakenneryhmällä G varustettujen säiekimppujen sektioiden välillä. Tätä tulosta
apuna käyttäen määrittelemme lopuksi universaalit G-pääkimput ja luokitteluavaruudet.
Pyrimme konstruoimaan ja perustelemaan myös käyttämämme työkalut ja esittämään
yksityiskohtaiset todistukset. Motivaatio valituissa työkaluissa ja todistuksissa on, että
kirjallisuudessa todistukset harvemmin ovat aivan näin yksityiskohtaisia - lukijalta edel-
lytetään näissä aiheissa usein algebrallisen topologian pohjatietoja ja matemaattista kyp-
syyttä. Viimeistä päälukua lukuun ottamatta tutkielman on tarkoitus olla helposti lä-
hestyttävä myös pistejoukkotopologian hallitsevalle lukijalle ilman erityistä algebrallisen
topologian tuntemusta.
Viimeisessä pääluvussa tästä tavoitteesta on hieman joustettu, koska tässä luvussa
käytämme homotopiateoriaa ja CW-komplekseja, joiden konstruointi ei ole tutkielman
päätavoite. Myös todistukset ovat monimutkaisempia. CW-kompleksien sijaan luokitte-
luavaruudet ja universaalit G-pääkimput voi määritellä myös käyttäen parakompaktiutta
 käyttämämme lähestymistapa on valittu homotopiateoreettista jatkokehittelyä silmällä
pitäen (tätä teoriaa esitellään esimerkiksi lähteessä [2]).
Teorian rakentamisen lisäksi annamme myös muutamia esimerkkejä säie- ja pääkim-
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puista, ja nämä konstruktiot ovat erityisen yksityiskohtaisia. Konstruoimme Möbiuksen
nauhan, joka näyttää lokaalisti sylinteriltä, mutta jossa on kuitenkin globaalisti kierre,
sekä projektiivisen avaruuden RP n. Aivan lopuksi annamme myös esimerkin luokittelua-
varuudesta diskreetin topologisen ryhmän tapauksessa.
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Luku 2
Perusmääritelmiä ja merkintöjä
Käytämme tuloavaruuksissa aina tulotopologiaa, ellei toisin mainita. Merkitsemme ava-
ruuden X =
∏
i∈I Xi tulotopologian indusoivia projektiokuvauksia pri : X → Xi, kun
i ∈ I. Merkitsemme tuloavaruuden pisteiden x ∈ X koordinaatteja pri(x) = xi.
Topologinen ryhmä on ryhmä varustettuna sellaisella topologialla, että ryhmälaskutoi-
mitus ja käänteisalkion ottaminen ovat jatkuvia kuvauksia. Täsmällisemmin määriteltynä:
Määritelmä 2.1. Topologinen ryhmä on kolmikko (G, µ, T ), jossa G on joukko, kuvaus
µ : G × G → G ryhmälaskutoimitus ja T joukon G topologia, ja G, µ ja T toteuttavat
seuraavat ehdot:
1. Topologinen avaruus (G, T ) on T1.
2. Kuvaus µ on jatkuva.
3. Kuvaus ι : G→ G, g 7→ g−1, missä g−1 tarkoittaa alkion g käänteisalkiota laskutoi-
mituksessa µ, on jatkuva.
Jatkossa merkitsemme lyhyesti (G, µ, T ) = G sekä µ (g, h) = gh.
Joissain lähteissä vaaditaan, että topologinen ryhmä G on Hausdorﬃn avaruus. Tämä
on kuitenkin yhtäpitävää sen kanssa, että G on T1-avaruus, vaikka yleisesti T1 on heikom-
pi kuin T2 eli Hausdorﬃn ehto (katso esim. [1], Lause 1.9.).
Määrittelemme ryhmän G toiminnan joukossa X toimintakuvauksen ϕ : G×X → X
avulla. Yksityiskohdat: esim. [1], Kappale 0.
Määritelmä 2.2. Olkoon G topologinen ryhmä ja X topologinen avaruus. Olkoon ϕ :
G×X → X ryhmän G vasen (oikea) toiminta avaruudessa X. Sanomme, että X on vasen
(oikea) G-avaruus, jos toimintakuvaus ϕ on jatkuva.
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Jatkossa merkitsemme ϕ (g, x) = gx, jos kyseessä on vasen G-avaruus, ja ϕ (g, x) = xg,
jos kyseessä on oikea G-avaruus.
Palautamme mieleen, että ryhmän vasen ja oikea toiminta ovat pohjimmiltaan sama
käsite: ryhmän G oikea toiminta joukossa X voidaan aina palauttaa vasemmaksi toimin-
naksi määrittelemällä gx = xg−1. Vastaavasti vasemmasta toiminnasta saadaan oikea
määrittelemällä xg = g−1x. Vasen G-avaruus voidaan siis aina käsittää myös oikeana
G-avaruutena, jolloin on mielekästä puhua yksinkertaisesti G-avaruuksista.
Lause 2.3. Olkoon X vasen (oikea) G-avaruus ja g ∈ G. Tällöin kuvaus ϕg : X → X,
x 7→ gx (oikean G-avaruuden tapauksessa x 7→ xg) on homeomorﬁsmi.
Todistus. Muodostetaan kuvaus ξg : X → G × X, x 7→ (g, x). Tällöin toinen koordi-
naattikuvaus on identiteetti ja ensimmäinen on vakiokuvaus x 7→ g, jotka molemmat
ovat jatkuvia, siis ξg on jatkuva. Nyt ϕg = ϕ ◦ ξg on jatkuva ja sillä on käänteiskuvaus
ϕg−1 = ϕ ◦ ξg−1 , joka on samoilla perusteluilla jatkuva.
Määritelmä 2.4. Olkoot X ja Y vasempia (oikeita) G-avaruuksia. Sanomme, että jat-
kuva kuvaus f : X → Y on G-ekvivariantti (lyhyemmin ekvivariantti tai G-kuvaus), jos
kaikille x ∈ X ja kaikille g ∈ G pätee f(gx) = gf(x) (oikean G-avaruuden tapauksessa
f(xg) = f(x)g).
Annetulla topologisella ryhmällä G, G-avaruudet (objektit) ja G-kuvaukset (morﬁs-
mit) muodostavat kategorian CG.
Määritelmä 2.5. Olkoot X ja Y G-avaruuksia. G-homotopia on homotopia F : X×I →
Y kahden G-kuvauksen välillä, missä kuvaus F on G-ekvivariantti, kun avaruudessa X×I
on annettu ryhmän G toiminta g(x, t) = (gx, t).
G-homotopian olemassaolo on kongruenssi G-avaruuksien kategoriassa CG muodos-
taen G-homotopiakategorian.
Käytämme tässä tutkielmassa erittäin paljon samastuskuvauksia. Kerrataan lyhyesti
samastuskuvauksen määritelmä ja tuloksia, joita käytämme usein. Tarkempien todistusten
osalta viittaamme Jussi Väisälän kirjaan Topologia II ([3]).
Määritelmä 2.6. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jatkuva surjektio f : X → Y
on samastuskuvaus, jos kaikki joukot U ⊂ Y , joiden alkukuva f−1U on avoin avaruudessa
X, ovat avoimia avaruudessa Y . Toisin sanoen kuvauksella f on seuraava ominaisuus:
f−1U on avoin avaruudessa X ⇐⇒ U on avoin avaruudessa Y.
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Määritelmä 2.6 voidaan yhtäpitävästi muotoilla seuraavasti: samastuskuvaus on jatku-
va surjektio, joka koindusoi maaliavaruuteensa tämän avaruuden alkuperäisen topologian.
(Ks. [3], luku 8, sivut 60-62.)
Samastuskuvauksilla on seuraavia hyödyllisiä ominaisuuksia:
Lause 2.7. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia ja f : X → Y samastuskuvaus.
Tällöin kuvaus g : Y → Z on jatkuva, jos ja vain jos kuvaus g ◦ f on jatkuva.
Todistus. Jos g on jatkuva, selvästi g ◦ f on jatkuva. Jos g ◦ f on jatkuva ja U ⊂ Z on
avoin, niin (g ◦ f)−1 U = f−1 (g−1U) on avoin, joten g−1U on avoin. Siis g on jatkuva.
Lause 2.8. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y samastuskuvaus. Olkoon
Rf kuvauksen f määrittelemä ekvivalenssirelaatio avaruudessa X, siis se ekvivalenssire-
laatio, jolle pätee (x, x′) ∈ Rf jos ja vain jos f(x) = f(x′). Tällöin on olemassa yksikä-
sitteinen homeomorﬁsmi f˜ : X/Rf → Y , jolle pätee f˜ ◦ p = f , missä p : X → X/Rf on
tekijäkuvaus eli tekijäavaruuden X/Rf topologian koindusoiva projektio. Toisin sanoen on
olemassa sellainen yksikäsitteinen homeomorﬁsmi f˜ , että seuraava kaavio kommutoi:
X Y
X/Rf
f
p
f˜
Todistus. [3], Lause 9.10, sivu 69.
Luonnollisesti on hyödyllistä myös tietää, milloin jokin kuvaus on samastuskuvaus.
Lause 2.9. Kahden samastuskuvauksen yhdiste on samastuskuvaus.
Todistus. Olkoot X, Y ja Z topologisia avaruuksia ja f : X → Y ja g : Y → Z sa-
mastuskuvauksia. Selvästi g ◦ f on jatkuva surjektio. Olkoon V ⊂ Y sellainen joukko,
että (g ◦ f)−1V = f−1(g−1V ) on avoin avaruudessa X. Koska f on samastuskuvaus, niin
g−1V on avoin avaruudessa Y , mistä seuraa, että V on avoin avaruudessa Z, koska g on
samastuskuvaus. Siis g ◦ f on samastuskuvaus.
Lause 2.10. Jos jatkuva surjektio on avoin tai suljettu, se on samastuskuvaus.
Todistus. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y jatkuva surjektio. Olkoon
V ⊂ Y sellainen joukko, että f−1V on avoin avaruudessa X. Jos f on avoin kuvaus, niin
V = ff−1V on avoin avaruudessa Y . Komplementille {V pätee f−1{V = {f−1V , joten
f−1{V on suljettu. Jos f on suljettu, niin {V = ff−1{V on suljettu, joten V on avoin.
Siis kummassakin tapauksessa f on samastuskuvaus.
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Huomautus 2.11. Huomaa, että edellisen lauseen käänteinen implikaatio ei päde  samas-
tuskuvauksen ei tarvitse olla avoin tai suljettu. Myöskään avoimen kuvauksen ei tarvitse
olla suljettu tai toisin päin.
Lause 2.12. Jos X ja Y ovat Hausdorﬃn avaruuksia ja X on kompakti, niin jokainen
jatkuva surjektio f : X → Y on samastuskuvaus.
Todistus. Jos A on suljettu joukko avaruudessa X, A on kompakti, joten fA on kompakti,
koska jatkuva kuvaus kuvaa kompaktit joukot kompakteiksi (todistus: [3], Lause 15.6, sivu
118). Koska Hausdorﬃn avaruuden kompakti osajoukko on suljettu ([3], Lause 15.13, sivu
120), fA on suljettu. Lauseen 2.10 nojalla f on samastuskuvaus.
Määritelmän 2.6 ehto voi olla työläs tarkistaa, ja usein on helpompaa osoittaa kuvauk-
sia avoimeksi tai suljetuksi. Kokoamme tähän joitakin työkaluja, joista on hyötyä näiden
ominaisuuksien osoittamisessa.
Lemma 2.13. Tuloavaruuden projektiot ovat avoimia kuvauksia.
Todistus. Olkoot Xi, i ∈ I (missä I on mielivaltainen indeksijoukko) topologisia avaruuk-
sia ja X =
∏
i∈I Xi. Tällöin avaruudella X on kanta B, joka koostuu joukoista
B =
{⋂
j∈J
pr−1j Uj | Uj on avoin avaruudessa Xj kaikilla j ∈ J
}
,
missä J käy läpi kaikki indeksijoukon I äärelliset osajoukot. (Perustelut: esim. [3], Lause
6.2., sivu 41.) Olkoon B 6= ∅, B = ⋂j∈J pr−1j Uj tämän kannan jäsen, ja olkoon i ∈ I. Jos
i /∈ J , ja xi ∈ Xi, voidaan valita mikä tahansa x ∈ B ja muodostaa sellainen tuloavaruuden
X piste x′, jolle pätee prk(x′) = prk(x) kaikilla k 6= i ja pri(x′) = xi. Tällöin x′ ∈ B. Siis
priB = Xi, joka on avoin joukko avaruudessa Xi. Olkoon sitten i ∈ J . Osoitetaan, että
priB = Ui. Jos x ∈ B, niin pri(x) ∈ Ui. Jos ui ∈ Ui, voidaan taas valita jokin x ∈ B ja
muodostaa piste x′, jolle pätee prk(x′) = prk(x) kaikilla k 6= i ja pri(x′) = ui, jolloin x′ ∈ B
ja pri(x
′) = ui. Siis priB = Ui, joka on avoin joukko avaruudessa Xi. Koska mielivaltainen
avaruuden X avoin joukko U voidaan esittää yhdisteenä kannan B alkioista ja yhdisteen
kuva missä tahansa kuvauksessa on kuvien yhdiste, priU on avoin. Siis pri on avoin kuvaus.
Lemma 2.14. Olkoot X, Y, Z ja W topologisia avaruuksia ja f : X → Y sekä g : Z → W
avoimia kuvauksia. Tällöin f × g : X × Z → Y × W , (x, z) 7→ (f(x), g(z)) on avoin
kuvaus.
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Todistus. Koska joukot UX×UZ , missä UX on avoin avaruudessaX ja UZ on avoin avaruu-
dessa Z, muodostavat avaruudenX×Z kannan, riittää osoittaa että joukot (f × g) (UX × UZ)
ovat avoimia avaruudessa Y ×W . Tämä seuraa siitä, että
(f × g) (UX × UZ) = fUX × gUZ .
Lemma 2.14 on erittäin hyödyllinen, mutta vastaava tulos ei päde suljettujen kuvaus-
ten tulolle. Kuitenkin jos nämä kuvaukset ovat vahvoja, niiden tulo on vahva ja siten
suljettu.
Määritelmä 2.15. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja f : X → Y jatkuva kuvaus.
Sanomme, että kuvaus f on vahva, jos se on suljettu ja kaikilla y ∈ Y säie f−1({y}) on
kompakti.
Huomautus 2.16. Nimitystä vahva tai ankara (engl. proper) käytetään joskus myös sellai-
sista kuvauksista, joilla jokaisen kompaktin joukon alkukuva on kompakti.
Lause 2.17. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jatkuva kuvaus f : X → Y on
suljettu, jos ja vain jos kaikilla y ∈ Y ja kaikilla säikeen f−1({y}) ympäristöillä U ⊂ X
on olemassa sellainen pisteen y ympäristö V ⊂ Y , että f−1({y}) ⊂ f−1V ⊂ U .
Todistus. Oletetaan ensin, että f on suljettu. Olkoon y ∈ Y ja olkoon U säikeen f−1({y})
ympäristö. Tällöin {U on suljettu, joten f({U) on suljettu ja y /∈ f({U), joten {(f({U))
on pisteen y ympäristö. Nyt f−1
(
{(f({U))
)
= {
(
f−1(f({U))
) ⊂ U on etsitty säikeen
f−1({y}) ympäristö.
Oletetaan sitten, että f toteuttaa lauseen jälkimmäisen ehdon. Olkoon U ⊂ X suljettu
ja olkoon y ∈ {(fU). Tällöin f−1({y}) ⊂ {U , joten on olemassa pisteen y ympäristö V ,
jolle pätee f−1({y}) ⊂ f−1V ⊂ {U . Siis V ⊂ {(fU), joten {(fU) on avoin. Siis fU on
suljettu.
Lause 2.18. Olkoot X, Y, Z ja W topologisia avaruuksia ja f : X → Y sekä g : Z → W
vahvoja kuvauksia. Tällöin f × g : X × Z → Y × W , (x, z) 7→ (f(x), g(z)), on vahva
kuvaus.
Todistus. Olkoon (y, w) ∈ Y ×W . Koska (f × g)−1({(y, w)}) = f−1({y}) × g−1({w}) ja
kompaktien joukkojen tulo on kompakti, säie (f × g)−1({(y, w)}) on kompakti. Olkoon
U säikeen (f × g)−1({(y, w)}) ympäristö. Koska säie on kompaktien joukkojen tulo, on
olemassa sellaiset avoimet joukot UX ⊂ X ja UZ ⊂ Z, että f−1({y}) ⊂ UX ja f−1({w}) ⊂
UZ sekä UX×UZ ⊂ U (Tämä seuraa niin sanotusta tuubilemmasta; todistus löytyy esim.
lähteestä [10], luku 8, Lemma 8.9.) Siis on olemassa sellainen pisteen y ympäristö Vy, että
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f−1Vy ⊂ UX . Samoin on olemassa sellainen pisteen w ympäristö Vw, että g−1Vw ⊂ UZ .
Tällöin
(f × g)−1 (Vy × Vw) = f−1Vy × g−1Vw ⊂ UX × UZ ⊂ U,
joten kuvaus f × g on suljettu ja siten vahva.
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Luku 3
Säiekimput
Tässä luvussa esittelemme säiekimpun ja säiekuvauksen määritelmän ja todistamme niihin
liittyviä lauseita. Esittelemme nykäisyn (pullback) käsitteen kategoriateoreettisella tasolla
 jatkossa tarkastelemme nykäisyjä kategoriassa Top. Annamme esimerkin säiekimpusta
(Möbiuksen nauha).
Määritelmä 3.1. Säiekimppu on nelikko (E,B, pi, F ), missä E, B ja F ovat topologisia
avaruuksia, ja pi : E → B on jatkuva surjektio, joka täyttää seuraavan lokaalin triviaali-
suusehdon:
Avaruudella B on avoin peite D, jonka jokaista jäsentä U kohti on olemassa homeo-
morﬁsmi φU : pi
−1U → U ×F , jolle pätee pr1 ◦φU = pi|pi−1U eli seuraava kaavio kommutoi:
pi−1U U × F
U
φU
pi
pr1
Avaruutta B kutsutaan säiekimpun pohja-avaruudeksi, avaruutta E totaaliavaruudeksi ja
avaruutta F säikeeksi. Kuvausta pi kutsutaan säiekimpun projektioksi. Sanomme myös,
että (E,B, pi, F ) on säiekimppu yli avaruuden B säikeellä F.
Pareja (U, φU) kutsumme säiekimpun (E,B, pi, F ) trivialisaatioiksi.
Jatkossa nimitämme toisinaan säiekimpuksi pelkkää säiekimpun projektiota pi, jos säie
ja totaali- ja pohja-avaruudet ovat jo asiayhteydestä selviä.
Huomautus 3.2. Oletamme tässä tutkielmassa, että säiekimpun pohja-avaruus B on yh-
tenäinen.
Nimitys säie tulee siitä, että kaikille x ∈ B pätee pi−1 ({x}) ≈ F , koska pr1−1 ({x}) =
{x} × F ≈ F . Säiekimpun projektion pi säie (tavanomaisessa mielessä) minkä tahansa
pohja-avaruuden pisteen x yli on siis homeomorﬁnen avaruuden F kanssa.
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Lause 3.3. Säiekimpun projektio on aina samastuskuvaus.
Todistus. Olkoon (E,B, pi, F ) säiekimppu. Olkoon V ⊂ E avoin. Tällöin kaikilla triviali-
saatioilla (U, φU), V ∩ pi−1U on avoin ja koska joukot pi−1U,U ∈ D, peittävät avaruuden
E, V voidaan kirjoittaa avointen joukkojen yhdisteenä V =
⋃
U∈D (V ∩ pi−1U). Tällöin
piV = pi
(⋃
U∈D
(
V ∩ pi−1U)) = ⋃
U∈D
pi
(
V ∩ pi−1U) = ⋃
U∈D
pr1 ◦ φU
(
V ∩ pi−1U) .
Koska tuloavaruuden projektiot ovat Lemman 2.13 nojalla avoimia kuvauksia, kukin jouk-
ko pi (V ∩ pi−1U) on avoin aliavaruudessa U ja siten avaruudessa B, koska joukot U ovat
avoimia. Siis piV on avoin. Koska pi on lisäksi jatkuva surjektio, se on samastuskuvaus.
Lauseesta 3.3 seuraa heti
Korollaari 3.4. Avaruudessa B on kuvauksen pi koindusoima topologia. Siis B ≈ E/Rpi,
missä Rpi on kuvauksen pi määrittelemä relaatio: (x, y) ∈ Rpi ⇐⇒ pi(x) = pi(y).
Esimerkki 3.5. Määritellään avaruudessa I2 = [0, 1] × [0, 1] ekvivalenssirelaatio ∼ seu-
raavasti: kaikilla (s, t) ∈ I2, (s, t) ∼ (s, t), ja kaikilla t ∈ I, (0, t) ∼ (1, 1 − t) sekä
(1, 1− t) ∼ (0, t). Relaation ∼ ekvivalenssiluokat ovat siis yksiöt {(s, t)}, missä s ∈]0, 1[,
ja parit {(0, t), (1, 1 − t)}, t ∈ I. Merkitään E = I2/ ∼ ja q : I2 → E, x 7→ [x]∼. Mää-
ritellään avaruudessa I ekvivalenssirelaatio ∼′, joka samastaa pisteet 0 ja 1, eikä mitään
muita pisteitä. Relaation ∼′ ekvivalenssiluokat ovat siis yksiöt {s}, s ∈ I sekä I˙ = {0, 1}.
Merkitään B = I/ ∼′= I/I˙ ja p : I → B, x 7→ [x]∼′ . Koska I˙ on suljettu joukko, rajoit-
tamalla kuvauksen p lähtö- ja maalijoukkoa saadaan homeomorﬁsmi p′ : I \ I˙ → B \ pI˙.
(Perustelut sille miksi p′ on homeomorﬁsmi: [3], Lause 9.7, sivu 68.)
Kuvaus p◦pr1 : I2 → B on jatkuva ja kaikilla t ∈ I pätee p◦pr1 ((0, t)) = [0]∼′ = [1]∼′ =
p ◦ pr1 ((1, 1− t)). Siis kuvaus p ◦ pr1 indusoi kuvauksen pi : E → B, [(s, t)]∼ 7→ [s]∼′ , jolle
pätee p◦pr1 = pi◦q. Koska q on tekijäkuvaus, pi on jatkuva, ja koska kuvaukset p ja pr1 ovat
surjektioita, myös pi on surjektio. Osoitamme seuraavaksi, että (E,B, pi, I) on säiekimppu.
Olkoon U1 = p (]0, 1[) = B \ pI˙. Koska alkukuva p−1U1 =]0, 1[ on avoin avaruudessa I,
U1 on avoin joukko avaruudessa B. Olkoon V = [0,
1
4
[∪]1− 1
4
, 1] ⊂ I, ja U2 = pV . Koska
alkukuva p−1U2 = V on avoin avaruudessa I, myös U2 on avoin avaruudessa B. Siis joukot
U1 ja U2 muodostavat avaruuden B avoimen peitteen.
Etsitään trivialisoiva homeomorﬁsmi alkukuvalle pi−1U1. Koska q on surjektio ja q−1pi−1U1 =
pr−11 p
−1U1, niin
pi−1U1 = qq−1pi−1U1 = qpr−11 p
−1U1 = q (]0, 1[×I) .
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Kuvaus q määrittelee jatkuvan kuvauksen q′ :]0, 1[×I → q (]0, 1[×I). Kuvaus q′ on
bijektio, koska relaatio ∼ ei samasta joukon ]0, 1[×I pisteitä minkään muun kuin itsensä
kanssa. Olkoon A avoin joukko avaruudessa ]0, 1[×I. Koska ]0, 1[×I on avoin avaruudessa
I2, A on avoin myös avaruudessa I2, ja koska q−1qA = A, kuva qA on avoin avaruudessa
E. Erityisesti qA = q′A on avoin avaruudessa q (]0, 1[×I). Siis q′ on jatkuva avoin bijektio
eli homeomorﬁsmi. Nyt kuvaus
φU1 = (p
′ × idI) ◦ q′−1 : pi−1U1 → U1 × I, [(s, t)]∼ 7→ ([s]∼′ , t)
on homeomorﬁsmien yhdisteenä homeomorﬁsmi. Lisäksi φU1 toteuttaa säiekimpun trivia-
lisaatiolta vaadittavan ehdon pr1 ◦ φU1 = pi.
Etsitään trivialisoiva homeomorﬁsmi myös alkukuvalle pi−1U2. Alkukuvalle pi−1U2 pä-
tee
pi−1U2 = qq−1pi−1U2 = qpr−11 p
−1U2 = q (V × I) .
Kuvaus q määrittelee kuvauksen q′′ : V ×I → q (V × I) = pi−1U2. Kuvaus q′′ ei ole täl-
lä kertaa injektio, mutta osoitamme, että se on edelleen samastuskuvaus. Jos A ⊂ q(V ×I)
ja q′′−1A on avoin aliavaruudessa V × I, niin q′′−1A = q−1A, koska q−1q(V × I) = V × I.
Koska V × I on avoin avaruudessa I2, q−1A on avoin avaruudessa I2. Siis A on avoin
avaruudessa E, joten A on avoin myös aliavaruudessa q (V × I).
Merkitään V1 = [0,
1
4
[ ja V2 =]1− 14 , 1]. Tällöin V × I = (V1× I)∪ (V2× I). Merkitään
tekijäkuvauksen p määrittelemiä kuvauksia p1 : V1 → pV1, p2 : V2 → pV2. Määritellään
kuvaukset
ψ1 : V1 × I → pV1 × I, (s, t) 7→ ([s]∼′ , t)
sekä
ψ2 : V2 × I → pV2 × I, (s, t) 7→ ([s]∼′ , 1− t) .
Kuvaukset ψ1 ja ψ2 ovat jatkuvia bijektioita. Osoitetaan, että ne ovat lisäksi avoimia
kuvauksia. Kuvaukselle ψ1 pätee ψ1 = p1× idI . Lemman 2.14 perusteella riittää osoittaa,
että p1 on avoin kuvaus. Olkoon A avoin joukko aliavaruudessa V1. Tällöin joukot A ja
1 − A ovat avoimia avaruudessa I ja lisäksi (1 − A) ∩ V1 = ∅, koska kaikille a ∈ A pätee
a < 1
4
, jolloin 1−a > 1
4
. Siis A′ = A∪(1−A) on avoin avaruudessa I. Koska joko kumpikaan
pisteistä 0 ja 1 ei kuulu joukkoon A′ tai molemmat kuuluvat, pätee p−1pA′ = A′. Siis pA′
on avoin joukko avaruudessa B. Erityisesti pA = pA′ ∩ pV1 on avoin avaruudessa pV1. Siis
p1 on avoin kuvaus, joten ψ1 on avoin kuvaus. Samoin osoitetaan, että ψ2 = p2× g, missä
g : I → I, t 7→ 1 − t, on homeomorﬁsmi, on avoin kuvaus. Tästä seuraa, että ψ1 ja ψ2
ovat homeomorﬁsmeja.
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Koska V ×I on erillinen yhdiste joukoista V1×I ja V2×I, ja U2×I = (pV1×I)∪(pV2×I),
kuvaus
ψ : V × I → U2 × I, ψ ((s, t)) =
{
ψ1 ((s, t)) , (s, t) ∈ V1 × I
ψ2 ((s, t)) , (s, t) ∈ V2 × I
on jatkuva surjektio. Osoitetaan, että ψ on suljettu kuvaus: olkoon A suljettu joukko ava-
ruudessa V ×I. Tällöin A∩(V1 × I) on suljettu avaruudessa V1×I, joten ψ1 (A ∩ (V1 × I))
on suljettu avaruudessa pV1×I. Samoin ψ2 (A ∩ (V2 × I)) on suljettu avaruudessa pV2×I.
Joukot pV1 ja pV2 ovat suljettuja joukossa U2, koska
p−1pV1 = V1 ∪ {1}
on suljettu avaruudessa I, joten pV1 on suljettu avaruudessa B, mistä seuraa, että pV1 ∩
U2 = pV1 on suljettu avaruudessa U2. Samoin osoitetaan, että pV2 on suljettu avaruudessa
U2. Täten joukot pV1 × I sekä pV2 × I ovat suljettuja avaruudessa U2 × I. Siis kuva
ψA = ψ1 (A ∩ (V1 × I)) ∪ ψ2 (A ∩ (V2 × I))
on suljettu avaruudessa U2 × I. Kuvaus ψ on siis suljettu jatkuva surjektio, joten se on
samastuskuvaus.
Osoitetaan, että ψ samastaa täsmälleen samat avaruuden V × I pisteet kuin samas-
tuskuvaus q′. Koska
ψ((0, t)) = ψ1((0, t)) = ([0]∼′ , t) = ([1]∼′ , t) = ψ2((1, 1− t)) = ψ((1, 1− t)),
kuvaus ψ samastaa vähintään kuvauksen q′′ samastamat pisteet. Olkoon (s, t), (s′, t′) ∈
V × I ja oletetaan, että (s, t) 6= (s′, t′) ja ψ ((s, t)) = ψ ((s′, t′)). Tällöin voidaan olettaa,
että (s, t) ∈ V1 × I ja (s′, t′) ∈ V2 × I, koska ψ on injektio kummassakin joukossa V1 × I
ja V2 × I. Siis
ψ((s, t)) = ψ1((s, t)) = ([s]∼′ , t) = ([s′]∼′ , 1− t′) = ψ2((s′, t′)) = ψ((s′, t′)),
jolloin välttämättä t′ = 1 − t, s = 0 ja s′ = 1. Siis (s, t) = (0, t) ja (s′, t′) = (1, 1 − t),
jolloin myös q′′ samastaa pisteet (s, t) ja (s′, t′). Siis Lauseen 2.8 nojalla on olemassa
homeomorﬁsmi φU2 : pi
−1U2 → U2 × I, jolle pätee φU2 ◦ q′′ = ψ.
V × I U2 × I
q(V × I) = pi−1U2
ψ
q′′
φU2
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Tarkistetaan vielä, että pr1 ◦ φU2 = pi|V×I . Olkoon ([s]∼′ , t) ∈ pi−1U2 Tällöin
pr1 ◦ φU2 (([s]∼′ , t)) = pr1 ◦ ψ ((s, t)) = [s]∼′ ,
joten φU2 on haluttu trivialisoiva homeomorﬁsmi.
Tämän säiekimpun totaaliavaruus E on Möbiuksen nauha, pohja-avaruus B on ho-
meomorﬁnen ympyrän S1 kanssa ja säie on I. Kyseessä on epätriviaali säiekimppu, koska
E ei ole homeomorﬁnen sylinterin B × I kanssa. Esimerkki havainnollistaa sitä, että kui-
tenkin E näyttää lokaalisti sylinteriltä.
Alla oleva kuva havainnollistaa tilannetta. Kuvassa U on avoimen välin homeomorﬁnen
kuva ympyrällä S1 ja pi−1U on sen alkukuva, joka on homeomorﬁnen suorakaiteen U × I
kanssa.
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Usein kun määritellään jonkinlaisia olioita, jotka voisivat olla jonkin kategorian objek-
teja, halutaan myös määritellä niiden välille sellaisia morﬁsmeja, jotka säilyttävät objek-
tien rakenteen. Tässä tapauksessa haluamme (hiukan epätäsmällisesti ilmaistuna) säilyt-
tää säikeet. Säiekimppujen välisille morﬁsmeille on kaksi eri määritelmää riippuen siitä,
onko näissä säiekimpuissa sama vai eri pohja-avaruus, mutta nämä määritelmät ovat lä-
heisessä yhteydessä toisiinsa.
Määritelmä 3.6. Olkoot piE : E →M ja piH : H → N säiekimppuja. Säiekimppujen piE
ja piH välinen säiekuvaus koostuu jatkuvista kuvauksista ϕ : E → H ja f : M → N , joille
15
pätee piH ◦ ϕ = f ◦ piE. Toisin sanoen seuraava kaavio kommutoi:
E H
M N
ϕ
piE piH
f
Määritelmä 3.6 voidaan yhtäpitävästi tulkita niin, että jatkuva kuvaus ϕ kuvaa säikeet
säikeille: olkoot kuvaukset ϕ ja f kuten Määritelmässä 3.6 ja olkoon m ∈ M . Jos x ∈
piE
−1 ({m}), niin f ◦ piE(x) = piH ◦ ϕ(x) = f(m). Siis joukko ϕ (piE−1 ({m})) sisältyy
joukkoon piH
−1 ({f(m)}) eli säikeeseen pisteen f(m) yli.
Jos taas ϕ : E → H on jatkuva kuvaus, jolle jokaista m ∈ M kohti on olemassa
sellainen n ∈ N , että ϕ (piE−1 ({m})) ⊂ piH−1 ({n}), niin voidaan määritellä kuvaus f :
M → N säännöllä f(m) = n. Tällöin piH ◦ ϕ = f ◦ piE, ja koska piH ja ϕ ovat jatkuvia
kuvauksia ja säiekimpun projektiona piE on samastuskuvaus, kuvaus f on jatkuva.
Samalla huomataan, että säikeet säilyttävä kuvaus ϕ määrittelee yksikäsitteisesti ku-
vauksen f . Tällaista kuvausparia (ϕ, f) sanotaan säiekuvaukseksi yli kuvauksen f .
Määritelmä 3.7. Olkoot piE : E → M ja piH : H → M säiekimppuja yli avaruuden M .
Säiekuvaus avaruudesta E avaruuteen H yli avaruuden M on jatkuva kuvaus ϕ : E → H,
jolle pätee piH ◦ ϕ = piE. Siis kaavio
E H
M
ϕ
piE
piH
kommutoi.
Selvästi Määritelmän 3.7 säiekuvaus on sama asia kuin Määritelmän 3.6 säiekuvaus
avaruuden M identiteettikuvauksen yli. Tästä seuraa myös, että Määritelmä 3.7 voidaan
yhtäpitävästi tulkita niin, että kaikilla m ∈ M kuvaus ϕ kuvaa säikeen piE−1 ({m}) säi-
keelle piH
−1 ({m}).
Määritelmän 3.6 säiekuvauksen palauttaminen säiekuvaukseksi yli saman pohja-avaruuden
onnistuu nykäisykimpulla. Määrittelemme ensin nykäisyn käsitteen hyvin yleisellä tasol-
la eli kategoriateoreettisesti. Termi nykäisy ei ole kovinkaan vakiintunut suomenkieliseen
käyttöön, mutta se on kuvaava käännös englanninkielisestä termistä pullback, joka on
yleisessä käytössä. Toinen nimi samalle käsitteelle on ﬁbered product (säietulo).
Määritelmä 3.8. Olkoon C kategoria. Olkoot A,X ja E kategorian C objekteja ja p :
E → A, f : X → A kategorian C morﬁsmeja. Kolmikko (Y, pi, pi′), missä Y ∈ Obj(C),
ja pi : Y → X, pi′ : Y → E ovat kategorian C morﬁsmeja, on nykäisy morﬁsmien p ja f
suhteen, jos
16
1. pi ◦ f = pi′ ◦ p.
2. Kaikilla Z ∈ Obj(C) ja kaikilla sellaisilla morﬁsmeilla h ∈ Hom(Z,E) ja k ∈
Hom(Z,X), joille pätee p ◦ h = f ◦ k, on olemassa yksikäsitteinen morﬁsmi (niin
kutsuttu välittävä morﬁsmi) q ∈ Hom(Z, Y ), jolle pätee pi ◦ q = k ja pi′ ◦ q = h.
Toisin sanoen, aina kun seuraavan kaavion kiinteistä nuolista muodostettu kaavio kommu-
toi (pienemmän neliön kommutointi seuraa ehdosta (1)), niin on olemassa yksikäsitteinen
morﬁsmi q, jolle koko kaavio kommutoi.
Z
Y E
X A
h
k
q
pi′
pi p
f
Kuvauksia pi ja pi′ kutsutaan nykäisyn (Y, pi, pi′) rakennekuvauksiksi.
Mielivaltaisessa kategoriassa C ei voida taata nykäisyn olemassaoloa. Nykäisy on kui-
tenkin aina yksikäsitteinen (isomorﬁsmia vaille), jos se on olemassa.
Lause 3.9. Olkoon C kategoria. Olkoot A,X ja E kategorian C objekteja ja p : E → A,
f : X → A kategorian C morﬁsmeja. Jos (Y, pi, pi′) ja (Y ′, ρ, ρ′) ovat nykäisyjä morﬁsmien
p ja f suhteen, niin on olemassa isomorﬁsmi σ : Y → Y ′, jolle pätee ρ◦σ = pi ja ρ′◦σ = pi′.
Todistus. Koska Y ′ on nykäisy, on olemassa sellainen yksikäsitteinen morﬁsmi σ ∈Hom(Y, Y ′),
että seuraava kaavio kommutoi:
Y
Y ′ E
X A
pi′
pi
σ
ρ′
ρ p
f
Toisaalta, koska Y on nykäisy, vaihtamalla yllä olevassa kaaviossa objektien Y ja Y ′ ja
roolit keskenään, saadaan välittävä morﬁsmi σ′ ∈ Hom(Y ′, Y ), jolle pätee pi ◦ σ′ = ρ ja
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pi′ ◦ σ′ = ρ′. Tällöin seuraava kaavio kommutoi:
Y
Y E
X A
pi′
pi
σ′◦σ
pi′
pi p
f
Toisaalta sama kaavio kommutoi myös, jos sijoitetaan morﬁsmin σ′ ◦ σ tilalle identtinen
morﬁsmi idY . Koska Y on nykäisy, välittävä morﬁsmi on yksikäsitteinen, siis täytyy olla
σ′ ◦ σ = idY . Vastaavalla päättelyllä todetaan, että σ ◦ σ′ = idY ′ . Siis σ on haluttu
isomorﬁsmi, jonka käänteismorﬁsmi on σ′.
Soveltamalla edellistä lausetta sellaisiin nykäisyihin (samojen morﬁsmien suhteen),
joilla Y = Y ′, saadaan tulokseksi, että rakennekuvaukset pi ja pi′ ovat yksikäsitteiset
isomorﬁsmia σ vaille, kun objekti Y on annettu. Tämän perusteella voimme myös sanoa
pelkästään objektia Y nykäisyksi morﬁsmien p ja f suhteen.
Tehdään myös huomio, että edellisen lauseen käänteinen implikaatio pätee: tilanteessa
jossa välittävä morﬁsmi q sattuu olemaan isomorﬁsmi, niin Z on myös nykäisy samojen
kuvausten suhteen kuin Y .
Lause 3.10. Olkoon Määritelmän 3.8 tilanteessa välittävä morﬁsmi q isomorﬁsmi. Täl-
löin Z on myös nykäisy kuvausten p ja f suhteen rakennekuvauksilla k ja h.
Todistus. Olkoon Z ′ ∈ Obj(C) ja h′ ∈ Hom(Z ′, E) sekä k′ ∈ Hom(Z ′, X) sellaisia mor-
ﬁsmeja, että p ◦ h′ = f ◦ k′. Koska Y on nykäisy, on olemassa välittävä morﬁsmi m ∈
Hom(Z ′, Y ), jolle seuraava kaavio kommutoi:
Z ′
Y
Z E
X A
h′
k′
m
pi′
pi
q−1
h
k p
f
Nyt q−1 ◦ m on välittävä morﬁsmi, mikäli se on yksikäsitteinen. Jos m′ : Z ′ → Z on
toinen morﬁsmi, jolle kaavio kommutoi, niin q ◦m′ voidaan sijoittaa kaaviossa morﬁsmin
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m tilalle ja kaavio kommutoi edelleen. Koska välittävä morﬁsmi m on yksikäsitteinen, niin
q ◦m′ = m, jolloin m′ = q−1 ◦ q ◦m′ = q−1 ◦m. Siis yksikäsitteisyys on voimassa, joten
q−1 ◦m on välittävä morﬁsmi ja (Z, h, k) on nykäisy kuvausten p ja f suhteen.
Joissakin kategorioissa mille tahansa kahdelle morﬁsmille, jotka päätyvät samaan ob-
jektiin A, on olemassa nykäisy. Osoitamme, että Top on tällainen kategoria, eli kahdelle
jatkuvalle kuvaukselle, joilla on sama maaliavaruus, voidaan muodostaa nykäisy.
Lause 3.11. Olkoot X,E ja B topologisia avaruuksia ja f : X → B ja p : E → B jatkuvia
kuvauksia. Tällöin on olemassa nykäisy X ×B E kuvausten f ja p suhteen.
Todistus. Olkoon
X ×B E = {(x, e) ∈ X × E | f(x) = p(e)}
varustettuna tuloavaruudesta X × E perityllä relatiivitopologialla. Määritellään ρ =
pr1|X×BE ja ρ′ = pr2|X×BE. Selvästi kuvaukset ρ ja ρ′ ovat jatkuvia sekä f ◦ ρ = p ◦ ρ′.
Olkoon nyt Z topologinen avaruus ja h : Z → E sekä k : Z → X jatkuvia kuvauksia,
joille seuraavan kaavion kiinteistä nuolista muodostettu osuus kommutoi:
Z
X ×B E E
X B
h
k
q
ρ′
ρ p
f
Haluamme osoittaa, että yksikäsitteinen välittävä morﬁsmi, eli tässä tapauksessa jatkuva
kuvaus q on olemassa. Määritellään
q : Z → X ×B E, z 7→ (k(z), h(z)) .
Nyt ρ ◦ q = h ja ρ′ ◦ q = k. Koska projektiot pr1 ja pr2 indusoivat avaruuden X × E
topologian ja inkluusio i : X ×B E ↪→ X ×E indusoi avaruuden X ×B E topologian, niin
kuvauspari ρ = pr1 ◦ i, ρ′ = pr2 ◦ i indusoi myös avaruuden X ×B E topologian (todistus
indusoinnin transitiivisuudelle: [3], Lause 6.6., sivu 43). Tästä seuraa, että kuvaus q on
jatkuva, koska h ja k ovat jatkuvia. Yksikäsitteisyys seuraa siitä, että kaikilla e ∈ E ja
x ∈ X on täsmälleen yksi tuloavaruuden X ×E alkio (x, e), jolle pätee pr1 ((x, e)) = x ja
pr2 ((x, e)) = e. Siis on olemassa korkeintaan yksi sellainen (x, e) ∈ X ×B E, jolle pätee
ρ ((x, e)) = x ja ρ′ ((x, e)) = e. Siis kuvaus q määräytyy yksikäsitteisesti koordinaattiku-
vauksista h ja k.
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Koska tässä tutkielmassa käsittelemme pelkästään nykäisyjä kahden kuvauksen suh-
teen, joista toinen on säiekimpun projektio, havainnollisuuden vuoksi otamme käyttöön
seuraavan notaation:
Määritelmä 3.12. Olkoon piH : H → N säiekimppu ja f : M → N jatkuva kuvaus.
Avaruuden H nykäisy kuvauksen f suhteen on avaruus
f ∗H = M ×N H,
missä M ×N H on nykäisy kuvausten piH ja f suhteen.
Yksi syy tälle notaatiolle on, että myöhemmin käytämme merkintää M ×N H aivan
toiseen tarkoitukseen.
Samoin havainnollisuuden vuoksi merkitsemme jatkossa nykäisyyn f ∗H liittyviä ra-
kennekuvauksia ρ = pr1|f∗H sekä ρ′ = pr2|f∗H yksinkertaisesti pr1 ja pr2 (tässä järjestyk-
sessä). On muistettava, että nämä eivät tarkkaan ottaen ole tuloavaruuden projektioita,
vaan projektion rajoittumia tuloavaruuden osajoukkoon.
Lause 3.13. Olkoon piH : H → N säiekimppu ja f : M → N jatkuva kuvaus. Tällöin
(f ∗H, pr1) on säiekimppu yli avaruuden M samalla säikeellä kuin piH .
Todistus. OlkoonD säiekimppuun piH liittyvä trivialisoiva pohja-avaruudenN avoin peite.
Tällöin D′ = {f−1U | U ∈ D} on avaruuden M avoin peite. Olkoon U ∈ D ja olkoon
φU : pi
−1
H U → U × F avoimeen joukkoon U liittyvä trivialisoiva homeomorﬁsmi, missä F
on säiekimpun piH säie. Nyt
pr−11
(
f−1U
)
= pr−12
(
pi−1H U
)
= {(m,h) ∈ f ∗H | f(m) = piH(h) ∈ U}.
Muistetaan, että nykäisyyn f ∗H liittyy kommutoiva kaavio:
f ∗H H
M N
pr2
pr1 piH
f
Olkoon (m,h) ∈ pr−11 (f−1U). Tällöin h ∈ pi−1H U , joten φU(h) ∈ U×F . Siis (m, pr2 (φU(h))) ∈
f−1U × F . Voidaan siis määritellä kuvaus ξU : pr−11 (f−1U) → f−1U × F säännöllä
(m,h) 7→ (m, pr2 (φU(h))) . Selvästi ξU on jatkuva. Lisäksi pr1 ◦ ξU = pr1, joten jos ku-
vauksella ξU on jatkuva käänteiskuvaus, se on haluttu trivialisoiva homeomorﬁsmi.
Olkoon (m, s) ∈ f−1U ×F . Tällöin (f (m) , s) ∈ U ×F , joten φ−1U ((f(m), s)) ∈ pi−1H U .
Lisäksi piH
(
φ−1U ((f(m), s))
)
= f(m), koska piH = pr1 ◦ φU . Siis
(
m,φ−1U ((f(m), s))
) ∈
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pr−11 (f
−1U) ja voidaan muodostaa kuvaus ψU : f−1U × F → pr−11 (f−1U) säännöllä
(m, s) 7→ (m,φ−1U ((f(m), s)))  selvästi ψU on jatkuva.
Jos (m, s) ∈ f−1U × F , niin
ξU ◦ ψU ((m, s)) = ξU
((
m,φ−1U ((f(m), s))
))
=
(
m, pr2
(
φU
(
φ−1U ((f(m), s))
)))
= (m, s) .
Jos (m,h) ∈ pr−11 (f−1U), niin
ψU ◦ ξU ((m,h)) = ψU ((m, pr2 (φU(h)))) =
(
m,φ−1U ((f(m), pr2 (φU(h))))
)
=
(
m,φ−1U ((piH(h), pr2 (φU(h))))
)
=
(
m,φ−1U ((pr1 (φU(h)) , pr2 (φU(h))))
)
=
(
m,φ−1U (φU(h))
)
= (m,h) .
Siis ψU on kuvauksen ξU käänteiskuvaus. Täten joukot f
−1U ja kuvaukset ξU täyttävät
Määritelmän 3.1 lokaalin triviaalisuuden ehdot, joten pr1 : f
∗H → M on säiekimppu
säikeellä F .
Lause 3.14. Olkoot piE : E →M ja piH : H → N säiekimppuja. Määritelmän 3.6 mukai-
set säiekuvaukset ϕ : E → H kuvauksen f : M → N yli ovat yksi-yhteen vastaavuudessa
Määritelmän 3.7 mukaisten säiekuvausten E → f ∗H yli avaruuden M kanssa.
Todistus. Olkoon (ϕ, f) säiekimppujen (E, piE) ja (H, piH) välinen morﬁsmi eli ϕ : E → H
on säiekuvaus yli kuvauksen f . Koska f ∗H on nykäisy, on olemassa yksikäsitteinen jatkuva
kuvaus q : E → f ∗H, joka saa seuraavan kaavion kommutoimaan:
E
f ∗H H
M N
ϕ
piE
q
pr2
pr1 piH
f
Nyt kuvaus q : E → f ∗H on säiekuvaus yli avaruuden M .
Jos taas on annettu jokin säiekuvaus q : E → f ∗H yli avaruudenM , voimme määritellä
ϕ = pr2 ◦ q. Selvästi ϕ : E → H on jatkuva, ja ainoa kuvaus jolla ylläoleva kaavio
kommutoi. Lisäksi piH ◦ ϕ = piH ◦ pr2 ◦ q = f ◦ pr1 ◦ q = f ◦ piE (viimeinen yhtälö seuraa
siitä, että q on säiekuvaus yli M :n), joten ϕ on säiekuvaus yli kuvauksen f .
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Lause 3.15. Olkoon (H,N, piH) säiekimppu, M topologinen avaruus ja f : M → N jat-
kuva kuvaus. Nykäisykimpun (f ∗H,M, pr1) sektiot (eli jatkuvat kuvaukset s : M → f ∗H,
joille pätee pr1 ◦ s = idM) ovat yksi-yhteen vastaavuudessa seuraavan kaavion nostojen
kanssa:
H
M N
piH
f
Todistus. Jos on annettu sektio s, kuvaus f˜ = pr2 ◦ s : M → H on jatkuva ja piH ◦ f˜ =
piH ◦ pr2 ◦ s = f ◦ pr1 ◦ s = f ◦ idM = f , joten f˜ on kuvauksen f nosto. Jos taas jatkuvalle
kuvaukselle f˜ : M → H pätee piH ◦ f˜ = f , niin kaikilla m ∈M pätee f(m) = piH
(
f˜(m)
)
,
joten
(
m, f˜(m)
)
∈ f ∗H. Siis voidaan muodostaa kuvaus s : M → f ∗H säännöllä s(m) =(
m, f˜(m)
)
. Kuvaus s on selvästi jatkuva ja pr1 ◦ s = idM , joten s on nykäisykimpun
(f ∗H, pr1) sektio.
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Luku 4
Pääkimput
Käsittelemmä tässä luvussa tietyn tyyppisiä säiekimppuja eli G-pääkimppuja, missä G on
topologinen ryhmä, ja osoitamme joitakin niihin liittyviä perustuloksia.
Määritelmä 4.1. Olkoon B yhtenäinen topologinen avaruus. Olkoon G topologinen ryh-
mä ja P oikea G-avaruus varustettuna jatkuvalla G-ekvivariantilla surjektiolla pi : P → B,
missä G toimii triviaalisti avaruudessa B eli bg = b kaikilla b ∈ B. Sanomme, että (P, pi) on
G-pääkimppu yli avaruuden B jos kuvaus pi toteuttaa seuraavan lokaalin triviaalisuuseh-
don:
AvaruudellaB on avoin peiteD, jonka jokaista jäsentä U kohti on olemassaG-ekvivariantti
homeomorﬁsmi φU : pi
−1U → U × G. Tässä avaruudella U × G on ryhmän G toiminta
(u, g)h = (u, gh). Lisäksi pr1 ◦ φU = pi|pi−1U , eli seuraava kaavio kommutoi:
pi−1U U ×G
U
φU
pi
pr1
Heti havaitaan, että (P, pi) on säiekimppu yli B:n säikeellä G. Mutta se, että (P, pi) on
G-pääkimppu, on paljon vahvempi ominaisuus kuin mitä vaaditaan pelkiltä säiekimpuilta.
Tehdään ensin muutama huomio.
Lause 4.2. Kuvaus pi samastaa täsmälleen avaruuden X G-radat ja B ≈ P/G.
Todistus. Koska G toimii avaruudessa B triviaalisti ja pi on G-ekvivariantti, niin kaikilla
x ∈ P ja kaikilla g ∈ G pätee pi (xg) = pi (x). Jos taas pi (x) = pi (y), niin pisteellä pi (x)
on jokin trivialisoiva ympäristö U , ja tätä vastaavalle trivialisoivalle homeomorﬁsmille φU
pätee φU(x) = (pi (x) , g) ja φU(y) = (pi (x) , h) joillakin g, h ∈ G. Koska avaruudessa U ×
G ryhmän G toiminta on pelkästään oikeaa translaatiotoimintaa toisella koordinaatilla,
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pätee φU(y) = φU(x)g
−1h = φU(xg−1h). Koska φU on bijektio, täytyy olla y = xg−1h eli
y kuuluu pisteen x rataan xG.
Lauseesta 3.3 seuraa, että pi on samastuskuvaus. Koska pi lisäksi samastaa täsmälleen
avaruuden X G-radat, pi voidaan kirjoittaa muodossa pi = p˜i ◦ q, missä q : P → P/G on
ratakuvaus ja p˜i : P/G→ B on homeomorﬁsmi.
Lause 4.3. Topologinen ryhmä G toimii vapaasti avaruudessa P , eli jos xg = x jollain
x ∈ P ja g ∈ G, niin g = e (ryhmän G neutraalialkio).
Todistus. Olkoon xg = x. Tällöin x ∈ pi−1U jollakin trivialisoivalla ympäristöllä U , jo-
hon liittyy homeomorﬁsmi φU . Tällöin φU(xg) = φU(x)g = φU(x), mistä seuraa, et-
tä pr2 (φU(x)) = pr2 (φU(x)) g. Koska kyseessä on ryhmän G translaatiotoiminta, pätee
g = e.
Määritelmä 4.4. Olkoot (P, piP ) ja (Q, piQ) G-pääkimppuja yli avaruuden B. G-pääkimp-
pujen morﬁsmi on (Määritelmän 3.7 mukainen) G-ekvivariantti säiekuvaus σ : P → Q.
Siis seuraava kaavio kommutoi, ja ylänuoli on lisäksi G-ekvivariantti.
P Q
B
σ
piP
piQ
G-pääkimput yli topologisen avaruuden B (objektit) ja G-pääkimppujen morﬁsmit
muodostavat kategorian. G-pääkimppujen morﬁsmi on isomorﬁsmi, jos se (tai tarkemmin
ottaen kaavion ylänuoli) on G-ekvivariantti homeomorﬁsmi.
Merkitään G-pääkimppujen yli B:n isomorﬁsmiluokkien kokoelmaa PGB:llä. G-pää-
kimppu on triviaali, jos se on isomorﬁnen tulopääkimpun pr1 : B × G → B kanssa (taas
G toimii avaruudessa B × G triviaalisti ensimmäisellä koordinaatilla ja translaatioilla
toisella, eli (b, g)h = (b, gh)).
Esimerkki 4.5. Projektiivinen avaruus RP n on tekijäavaruus (Rn+1 \ {0¯}) / ∼, missä
ekvivalenssirelaatio ∼ on määritelty säännöllä x ∼ λx kaikilla x ∈ Rn+1 \ 0¯ ja kaikilla
λ ∈ R \ {0}. Projektiivinen avaruus voidaan määritellä myös tekijäavaruutena Sn/ ∼′,
missä ekvivalenssirelaatio ∼′ on määritelty säännöllä x ∼′ −x kaikilla x ∈ Sn. Osoitamme
ensin, että nämä kaksi määritelmää todella tuottavat saman avaruuden.
Merkitään tekijäkuvauksia p : Rn+1 \{0¯} → (Rn+1 \ {0¯}) / ∼ ja q : Sn → Sn/ ∼′. Kos-
ka kaikilla x ∈ Sn pätee [x]∼′ ⊂ [x]∼, kuvaus φ : Sn/ ∼′→ (Rn+1 \ {0¯}) / ∼, [x]∼′ 7→ [x]∼,
on hyvin määritelty. Koska avaruuden Sn pisteistä ainoastaan x ja −x ovat origon ja pis-
teen x kautta kulkevalla suoralla, kuvaus φ on injektio. Koska jokaisella origon kautta
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kulkevalla suoralla on piste, jonka normi on 1, kuvaus φ on surjektio. Siis φ on bijektio.
Nyt φ ◦ q = p|Sn , joten φ on jatkuva, koska q on samastuskuvaus. Toisaalta φ−1 ◦ p on
kuvaus x 7→ q( x||x||), joka on jatkuvien kuvausten yhdisteenä jatkuva, ja koska p on samas-
tuskuvaus, myös φ−1 on jatkuva. Siis φ on homeomorﬁsmi.
Kuvaus ϕ : Z/2 × Rn+1 → Rn+1, jolle pätee (1, x) 7→ x ja (−1, x) 7→ −x, on toimin-
takuvaus. Tässä ryhmällä Z/2 on diskreetti topologia, jolloin ϕ on jatkuva. (Huomaa,
että tämä on sekä vasen että oikea toiminta.) Siis Rn+1 on Z/2-avaruus, ja kunkin pisteen
x ∈ Rn+1 rata on {x,−x}. Pallo Sn on vakaa tässä toiminnassa. Siis RP n = Sn/(Z/2).
Osoitetaan seuraavaksi, että (Sn, q) on Z/2-pääkimppu. Olkoon z = {x,−x} ∈ RP n.
Muodostetaan joukko
Vz = B
(
x,
1
4
)
∪B
(
−x, 1
4
)
,
missä B(x, r) tarkoittaa avointa kuulaa avaruudessa Sn. Olkoon Uz = qVz. Jos x
′ ∈ Vz,
niin −x′ ∈ Vz, joten q−1Uz = q−1qVz = Vz. Ratakuvaus q määrittelee kuvauksen qx :
B
(
x, 1
4
) → Uz, joka on bijektio, koska jos x′ ∈ B (x, 14) , niin −x′ /∈ B (x, 14). Koska ra-
takuvaukset ovat avoimia, qx on jatkuva avoin bijektio, siis homeomorﬁsmi. Koska q
−1Uz
on avoimien joukkojen B
(
x, 1
4
)
sekä B
(−x, 1
4
)
erillinen yhdiste, voimme muodostaa ho-
meomorﬁsmin
φUz : q
−1Uz → Uz × Z/2, x′ 7→
{
(qx(x
′), 1), x′ ∈ B (x, 1
4
)
(qx(−x′),−1), x′ ∈ B
(−x, 1
4
)
.
Osoitetaan että φUz on Z/2-ekvivariantti: olkoon x′ ∈ q−1Uz. Jos x′ ∈ B
(
x, 1
4
)
, niin
φUz(−x′) = (qx(−(−x′)),−1) = (qx(x′),−1) = (qx(x′), 1)(−1) = (φUz(x′))(−1).
Jos x′ ∈ B (−x, 1
4
)
, niin
φUz(−x′) = (qx(−x′), 1) = (qx(−x′),−1)(−1) = (φUz(x′))(−1).
Siis φUz on Z/2-ekvivariantti. Lisäksi pr1 ◦ φUz = q|q−1Uz , joten φUz on Määritelmän 4.1
ehdot täyttävä trivialisoiva homeomorﬁsmi. Koska joukot Uz muodostavat avaruuden RP n
avoimen peitteen, niin (Sn, q) on Z/2-pääkimppu.
Lause 4.6. Jokainen G-pääkimppujen morﬁsmi on isomorﬁsmi.
Todistus. Olkoon σ : P → Q pääkimppujen morﬁsmi. Oletetaan ensin, että P = Q =
B × G. Tällöin σ(b, g) = (b, f(b)g), missä kuvaus f : B → G, f(b) = pr2 (σ(b, e)), on
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jatkuva. Kuvaus ι ◦ f : B → G, b 7→ f(b)−1, on myös jatkuva, koska ι on jatkuva.
Siis σ−1 : Q → P , σ−1(b, g) = (b, f(b)−1g), on kuvauksen σ jatkuva käänteiskuvaus. G-
ekvivariantin kuvauksen jatkuvana käänteiskuvauksena σ−1 on G-ekvivariantti ja koska
myös pr1 (σ
−1(b, g)) = pr1 (b, g) = b, niin σ−1 on morﬁsmin σ käänteismorﬁsmi. Jos piP :
P → B ja piQ : Q → B ovat isomorﬁsia tulopääkimpun pr1 : B × G → B kanssa ja
σ : P → Q on pääkimppujen morﬁsmi, niin pääkimpulla (P, piP ) on globaali trivialisaatio
φP : P → B×G ja pääkimpulla (Q, piQ) on globaali trivialisaatio φQ : Q→ B×G. Tällöin
φQ◦σ◦φ−1P : B×G→ B×G on pääkimppujen morﬁsmi, koskaG-ekvivarianttien kuvausten
yhdisteenä se on G-ekvivariantti ja pr1 ◦ φQ ◦ σ ◦ φ−1P = piQ ◦ σ ◦ φ−1P = piP ◦ φ−1P = pr1.
Siis φQ ◦ σ ◦ φ−1P on isomorﬁsmi, jolloin kuvaus σ on homeomorﬁsmi eli σ−1 : Q → P on
olemassa, jatkuva ja G-ekvivariantti. Lisäksi piP ◦ σ−1 = piQ ◦ σ ◦ σ−1 = piQ, joten σ−1 on
pääkimppujen morﬁsmi eli σ on pääkimppujen isomorﬁsmi.
Olkoot sitten (P, piP ) ja (Q, piQ) G-pääkimppuja yli avaruuden B ja olkoon σ : P → Q
morﬁsmi. Jos parit (U, φU), missä U ∈ D ja D on avaruuden B avoin peite, muodostavat
G-pääkimpun (P, piP ) trivialisaation, ja parit (V, ψV ), missä V ∈ D′ ja D′ on avaruuden
B avoin peite, ovat (Q, piQ):n vastaava trivialisaatio, niin kokoelma
D′′ = {U ∩ V | U ∈ D, V ∈ D′, U ∩ V 6= ∅}
on myös avaruuden B avoin peite. Siitä saadaan trivialisaatiot molemmille kimpuille piP
ja piQ. Nämä trivialisaatiot ovat muotoa
(
U ∩ V, φU |pi−1P (U∩V )
)
ja
(
U ∩ V, ψV |pi−1Q (U∩V )
)
.
Nyt kaikilla U ∩ V ∈ D′′, (pi−1P (U ∩ V ) , piP ) ja (pi−1Q (U ∩ V ) , piQ) ovat triviaaleja pää-
kimppuja yli avaruuden U ∩ V , joten σ| : pi−1P (U ∩ V ) → pi−1Q (U ∩ V ) on isomorﬁsmi.
Nyt σ on surjektio, koska joukot pi−1Q (U ∩ V ) peittävät avaruuden Q. Jos σ(p1) = σ(p2)
joillakin p1, p2 ∈ P , niin myös piP (p1) = piP (p2), joten p1 ja p2 kuuluvat samaan triviali-
soivaan alkukuvaan pi−1P (U ∩ V ). Koska tässä joukossa σ on bijektio, pätee p1 = p2. Siis σ
on myös globaalisti bijektio ja sillä on yksikäsitteinen käänteiskuvaus σ−1. Koska joukot
pi−1Q (U ∩ V ) muodostavat avaruuden Q avoimen peitteen, ja jokaisessa tällaisessa joukossa
σ−1 on jatkuva, σ−1 on jatkuva koko avaruudessa Q. G-ekvivariantin kuvauksen jatkuva
käänteiskuvaus on aina G-ekvivariantti, joten σ on pääkimppujen isomorﬁsmi.
Lause 4.7. G-pääkimppu pi : P → B on triviaali jos ja vain jos sillä on sektio.
Todistus. Jos pi : P → B on triviaali pääkimppu eli on olemassa G-ekvivariantti homeo-
morﬁsmi φ : P → B ×G, jolle pätee pi = pr1 ◦ φ, niin esimerkiksi kuvaus b 7→ φ−1 ((b, g))
jollakin vakiolla g ∈ G on kuvauksen pi sektio. Oletetaan, että s : B → P on sektio. Täl-
löin kuvaus φ : B × G → P , φ(b, g) = s(b)g, on pääkimppujen morﬁsmi, eli Lauseen 4.6
nojalla isomorﬁsmi.
Koska G-pääkimput ovat säiekimppuja, voimme muodostaa niistä nykäisykimppuja.
Osoittautuu, että nämä ovat myös G-pääkimppuja.
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Lause 4.8. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu, olkoon B′ topologinen avaruus ja olkoon f :
B′ → B jatkuva kuvaus. Tällöin nykäisykimppu (f ∗P, pr1) on G-pääkimppu yli avaruuden
B′, missä ryhmän G toiminta avaruudessa f ∗P on määritelty säännöllä (b′, x)g = (b′, xg).
Todistus. Todetaan ensin, että kuvaus pr1 : f
∗P → B′ on G-ekvivariantti: kaikilla (b′, p) ∈
f ∗P ja kaikilla g ∈ G pätee pr1 ((b′, p)g) = pr1 ((b′, pg)) = b′ = b′g, kun avaruus B′ on
varustettu triviaalilla ryhmän G toiminnalla. Lauseen 3.13 nojalla (f ∗P, pr1) on säie-
kimppu säikeellä G ja avaruuden B′ trivialisoivat avoimet joukot ovat muotoa f−1U ,
missä (U, φU) on G-pääkimpun (P, pi) trivialisaatio. Lisäksi trivialisoivat homeomorﬁs-
mit ξU : pr
−1
1 (f
−1U) → f−1U × G saadaan kaavalla (b′, x) 7→ (b′, pr2 (φU(x))) . Riittää
todistaa, että nämä homeomorﬁsmit ovat G-ekvivariantteja. Koska kaikilla g ∈ G pätee
ξU ((b
′, x) g) = ξU ((b′, xg)) = (b′, pr2 (φU(xg))) = (b′, pr2 (φU(x)g))
= (b′, pr2 (φU(x)) g) = (b′, pr2 (φU(x))) g
= (ξU ((b
′, x))) g,
homeomorﬁsmit ξU ovat G-ekvivariantteja ja (f
∗P, pr1) on G-pääkimppu yli avaruuden
B′.
Lause 4.9. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu, B′ ja B′′ topologisia avaruuksia ja f : B′′ →
B′ sekä g : B′ → B jatkuvia kuvauksia. Tällöin (g ◦ f)∗ P ja f ∗(g∗P ) ovat isomorﬁset G-
pääkimput yli avaruuden B′′.
Todistus. Tässä tilanteessa
(g ◦ f)∗ P = {(b′′, p) ∈ B′′ × P | (g ◦ f)(b′′) = pi(p)}
varustettuna relatiivitopologialla ja projektiokuvauksella pr1 : (b
′′, p) 7→ b′′. Toisaalta
f ∗(g∗P ) =
{
(b′′, (b′, p)) ∈ B′′ × g∗P | f(b′′) = b′}
varustettuna relatiivitopologialla ja projektiokuvauksella pr′1 : (b
′′, (b′, p)) 7→ b′′. Jos (b′′, (b′, p)) ∈
f ∗(g∗P ), niin f(b′′) = b′, joten g ◦ f(b′′) = g(b′) = pi(p). Siis (b′′, p) ∈ (g ◦ f)∗ P . Täten
voidaan määritellä kuvaus
ϕ : f ∗(g∗P )→ (g ◦ f)∗ P, (b′′, (b′, p)) 7→ (b′′, p).
Koska molemmissa nykäisyissä on tulotopologiasta peritty relatiivitopologia, kuvaus ϕ on
jatkuva. Jos h ∈ G, niin
ϕ ((b′′, (b′, p))h) = ϕ ((b′′, (b′, p)h)) = ϕ ((b′′, (b′, ph))) = (b′′, ph) = (b′′, p)h = ϕ ((b′′, (b′, p)))h,
joten kuvaus ϕ on G-ekvivariantti. Koska lisäksi pr1 ◦ ϕ = pr′1, ϕ on G-pääkimppujen
morﬁsmi, joten se on Lauseen 4.6 nojalla isomorﬁsmi.
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Lause 4.10. Kaikilla G-pääkimpuilla pi : P → B pätee (P, pi) ∼= id∗BP .
Todistus. Huomataan, että kaaviossa
id∗BP P
B B
pr2
pr1 pi
idB
kuvaus pr2 : id
∗
BP → P on G-ekvivariantti, koska kaikilla g ∈ G pätee
pr2 ((b, p)g) = pr2 ((b, pg)) = pg = pr2 ((b, p)) g.
Täten pr2 on G-pääkimppujen morﬁsmi, siis Lauseen 4.6 nojalla isomorﬁsmi.
Mikään ei estä muodostamasta säiekimpun nykäisyä itsensä kanssa. Jos näin tehdään
G-pääkimpulle, tuloksena on triviaali kimppu:
Lause 4.11. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu. Tällöin nykäisy P×BP = pi∗P on triviaali
G-pääkimppu yli avaruuden P . (Tässä ryhmän G toiminta avaruudella P×BP on toisella
koordinaatilla eli (x, y) g = (x, yg)).
Todistus. Diagonaalikuvaus s : P → P×BP , x 7→ (x, x), on sektio. Väite seuraa Lauseesta
4.7.
Huomataan, että saatu trivialisaatio on kuvaus P × G → P ×B P , (p, g) 7→ (p, pg).
Isomorﬁsmi P ×G→ P ×B P voidaan itse asiassa ottaa G-pääkimpun määritelmäksi.
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Luku 5
Kierretulot ja säiekimput
rakenneryhmällä
Käsittelemme tässä kappaleessa G-avaruuksien tuloja. Jos X ja Y ovat vasempia G-
avaruuksia, tuloavaruudessaX×Y voidaan määritellä ryhmän G diagonaalitoiminta sään-
nöllä g (x, y) = (gx, gy). Tämä on vasen toiminta. Jos X ja Y ovat molemmat oikeita G-
avaruuksia, diagonaalitoiminta saadaan samalla tavoin säännöllä (x, y) g = (xg, yg) ja se
on oikea toiminta. Jos X on oikea ja Y vasen G-avaruus, voimme muuntaa ryhmän G toi-
minnan avaruudessa Y oikeaksi toiminnaksi asettamalla yg = g−1y ja muodostaa tämän
jälkeen oikeiden G-avaruuksien diagonaalitoiminnan (x, y) g = (xg, g−1y). Yhtäpitävästi
voisimme muuntaa avaruuden X vasemmaksi G-avaruudeksi.
Määritelmä 5.1. Olkoon X oikea G-avaruus ja Y vasen G-avaruus. Avaruuksien X ja Y
kierretulo X×GY on diagonaalitoiminnan (x, y) g = (xg, g−1y) rata-avaruus eli avaruuden
X × Y tekijäavaruus, jonka pisteitä ovat pisteiden (x, y) G-radat
[x, y] = (x, y)G = {(x, y) g | g ∈ G} = {(xg, g−1y) | g ∈ G}.
Kierretulo samastaa pisteet (xg, y) ja (x, gy), koska (xg, y) = (xg, g−1gy) = (x, gy) g.
Toisaalta, kaikilla (x, y) ∈ X × Y ja kaikilla g ∈ G voimme merkitä yg = g−1y, jolloin
(x, y) = (x, gyg) ja kaikki radan (x, y)G pisteet ovat muotoa (xg, yg) jollakin g ∈ G. Siis
X ×G Y = (X × Y ) / ∼, missä relaatio ∼ määritellään kaavalla
(xg, y) ∼ (x, gy) .
Lause 5.2. Olkoon Y = ∗ piste. Tällöin X ×G ∗ ≈ X/G.
Todistus. Olkoon x ∈ X ja g ∈ G. Koska g∗ = ∗, niin (x, ∗) ∼ (xg, ∗). Jos toisaalta
(x, ∗) ∼ (x′, ∗), niin (x′, ∗) = (x, ∗) g = (xg, g−1∗) = (xg, ∗) eli x′ = xg jollakin g ∈ G.
Koska kuvaus (x, ∗) 7→ x on homeomorﬁsmi, pätee X ×G ∗ ≈ X/G.
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Lemma 5.3. Olkoon X vasen (oikea) G-avaruus. Toimintakuvaus ϕ : X × G → X on
avoin surjektio ja siten samastuskuvaus.
Todistus. Kokoelma
{U × V | U on avoin avaruudessa X ja V on avoin avaruudessa G}
on avaruuden X × G kanta. Riittää osoittaa, että kaikilla tällaisilla joukoilla U × V ,
ϕ (U × V ) on avoin avaruudessa X. Lauseen 2.3. nojalla kaikilla v ∈ V , kuvaus ϕv : X →
X, x 7→ vx on homeomorﬁsmi. Siis jokainen ϕvU on avoin, joten ϕ (U × V ) =
⋃
v∈V ϕvU
on avoin. Kuvaus ϕ on surjektio, koska kaikilla x ∈ X pätee xe = x. Oikean G-avaruuden
tapaus todistetaan vastaavasti.
Lause 5.4. Olkoon Y = G varustettuna vasemmalla translaatiotoiminnalla ja olkoon X
oikea G-avaruus. Tällöin X ×G G on oikea G -avaruus toiminnalla
ϕ′ : (X ×G G)×G→ X ×G G
([x, g], h) 7→ [x, gh]
ja toimintakuvaus ϕX : X ×G→ X indusoi G-ekvivariantin homeomorﬁsmin X ×G G ≈
X, [x, g] 7→ xg. Vastaavasti jos X = G varustettuna oikealla translaatiotoiminnalla ja Y
on vasen G-avaruus, niin G ×G Y on vasen G -avaruus toiminnalla h[g, y] = [hg, y] ja
toimintakuvaus ϕY : G× Y → Y indusoi G-ekvivariantin homeomorﬁsmin G×G Y ≈ Y ,
[g, y] 7→ gy.
Todistus. Ensin osoitetaan, että ϕ′ on hyvin määritelty eli että se ei riipu ekvivalenssi-
luokkien [x, g] edustajista. Olkoon h ∈ G. Nyt (x, gh) ∼ (xk, k−1gh) kaikilla x ∈ X ja
k, g ∈ G, joten kuvaus ϕ′ on hyvin määritelty. Toiminnan ehdot on helppo tarkistaa: jos
h, k ∈ G, [x, g]hk = [x, ghk] = [x, gh]k = ([x, g]h) k ja [x, g]e = [x, ge] = [x, g] kaikilla
[x, g] ∈ X ×G G.
Koska ϕX ((x, g)) = ϕX ((xh, h
−1g)) = xg kaikilla h ∈ G, kuvaus ϕX samastaa diagonaali-
toiminnan radat eli avaruuden X ×GG pisteiden alkukuvat. Toisaalta, jos ϕX ((x1, g1)) =
ϕX ((x2, g2)) joillekin (x1, g1) , (x2, g2) ∈ X ×G, niin
(x2, g2) =
(
x2g2g
−1
2 , g2
)
=
(
x1g1g
−1
2 , g2g
−1
1 g1
)
eli (x2, g2) = (x1, g1) g1g
−1
2 diagonaalitoiminnassa. Siis toiminnan ϕX radat ovat täsmäl-
leen samat kuin diagonaalitoiminnan radat ja kuvauksen ϕX määrittelemä ekvivalenssi-
relaatio on relaatio ∼. Koska Lemman 5.3 perusteella ϕX on samastuskuvaus, se indusoi
homeomorﬁsmin ϕ˜ : X ×G G → X, [x, g] 7→ xg. Koska ϕ˜ (ϕ′ ([x, g], h)) = ϕ˜ ([x, gh]) =
xgh = (ϕ˜ ([x, g]))h, niin homeomorﬁsmi ϕ˜ on G-ekvivariantti.
Tapaus G×G Y ≈ Y todistetaan vastaavasti.
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Lemma 5.5. Olkoon X vasen (oikea) G-avaruus ja pi : X → X/G ratakuvaus. Tällöin pi
on avoin kuvaus.
Todistus. Olkoon X vasen G-avaruus ja olkoon U ⊂ X avoin. Joukko piU on avoin teki-
jäavaruudessa X/G, jos ja vain jos joukko pi−1 (piU) on avoin avaruudessa X. Alkukuvalle
pi−1 (piU) pätee
pi−1 (piU) =
⋃
u∈U
Gu =
⋃
g∈G
{gu | u ∈ U} =
⋃
g∈G
ϕgU,
missä ϕg : X → X on kuvaus x 7→ xg. Lauseen 2.3. nojalla jokainen ϕg on homeomorﬁsmi,
siis jokainen ϕgU on avoin ja siten pi
−1 (piU) on avointen joukkojen yhdisteenä avoin, mistä
väite seuraa. Oikean G-avaruuden tapaus todistetaan vastaavasti.
Määritelmä 5.6. Olkoot G ja H topologisia ryhmiä. (G,H)-avaruus on topologinen ava-
ruus Y varustettuna sellaisilla ryhmän G vasemmalla ja ryhmän H oikealla toiminnalla,
että (gy)h = g(yh) kaikilla g ∈ G, h ∈ H ja y ∈ Y .
Lemma 5.7. Jos Y on (G,H)-avaruus ja X on oikea G-avaruus, niin avaruudessa X×G
Y voidaan määritellä ryhmän H oikea toiminta säännöllä [x, y]h = [x, yh]. Jos Y on
(G,H)-avaruus ja Z on vasen H-avaruus, niin avaruudessa Y ×H Z voidaan määritellä
ryhmän G vasen toiminta g[y, z] = [gy, z].
Todistus. Todistetaan ensimmäinen väite. Olkoot (x, y) ∈ X × Y, g ∈ G, h ∈ H. Koska
(xg, (g−1y)h) = (xg, g−1(yh)) ∼ (x, yh), kuvaus ([x, y], h) 7→ [x, yh] on hyvin määritelty.
Selvästi [x, y]eH = [x, yeH ] = [x, y], kun eH on ryhmän H neutraalialkio. Jos h1, h2 ∈ H,
niin [x, y]h1h2 = [x, yh1h2] = [x, yh1]h2 = ([x, y]h1)h2, joten kyseessä on ryhmän H
toiminta. Toinen tapaus todistetaan vastaavasti.
Lause 5.8. Olkoon X oikea G-avaruus, Y (G,H)-avaruus ja Z vasen H-avaruus. Tällöin
on olemassa luonnollinen homeomorﬁsmi
(X ×G Y )×H Z ≈ X ×G (Y ×H Z) ,
kun ryhmän H oikea toiminta avaruudessa X ×G Y sekä ryhmän G vasen toiminta ava-
ruudessa Y ×H Z on määritelty kuten Lemmassa 5.7. Luonnollisuus tarkoittaa tässä, että
[[x, y], z] 7→ [x, [y, z]].
Todistus. Olkoon
ξ : (X × Y )× Z → X × (Y × Z) , ((x, y) , z) 7→ (x, (y, z))
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luonnollinen homeomorﬁsmi. Merkitään ratakuvauksia seuraavasti:
pi1 : X × Y → X ×G Y, (x, y) 7→ [x, y]
pi2 : Y × Z → Y ×H Z, (y, z) 7→ [y, z]
pi3 : (X ×G Y )× Z → (X ×G Y )×H Z, ([x, y], z) 7→ [[x, y], z]
pi4 : X × (Y ×H Z)→ X ×G (Y ×H Z) , (x, [y, z]) 7→ [x, [y, z]].
Lemman 5.5. nojalla kuvaukset pii, i = 1, . . . , 4, ovat avoimia, jatkuvia surjektioita, siis sa-
mastuskuvauksia. Koska avointen kuvausten tulo on avoin, kuvaukset pi1×idZ : (X × Y )×
Z → (X ×G Y )× Z sekä idX × pi2 : X × (Y × Z)→ X × (Y ×H Z) ovat avoimia. Koska
ne ovat myös jatkuvia surjektioita, ne ovat samastuskuvauksia. Siis kuvaukset
pi3 ◦ (pi1 × idZ) : (X × Y )× Z → (X ×G Y )×H Z
sekä
pi4 ◦ (idX × pi2) : X × (Y × Z)→ X ×G (Y ×H Z)
ovat samastuskuvauksia. Osoitamme, että niiden määrittelemät ekvivalenssirelaatiot ava-
ruudessa X × Y × Z ≈ (X × Y )× Z ≈ X × (Y × Z) ovat (luonnollista homeomorﬁsmia
ξ vaille) samat.
Olkoot (x, y, z) ja (x′, y′, z′) ∈ X × Y × Z. Osoitamme, että
(5.9) pi3 ◦ (pi1 × idZ) (((x, y), z)) = pi3 ◦ (pi1 × idZ) (((x′, y′), z′)) ,
jos ja vain jos
(5.10) pi4 ◦ (idX × pi2) ((x, (y, z))) = pi4 ◦ (idX × pi2) ((x′, (y′, z′))) .
Oletetaan ensin yhtälö (5.9.). Koska kuvaus pi3 on diagonaalitoiminnan ratakuvaus,
on olemassa sellainen h ∈ H, että ([x′, y′], z′) = ([x, y], z)h = ([x, y]h, h−1z). Siis z′ =
h−1z ja [x′, y′] = [x, y]h = [x, yh]. Tällöin on olemassa sellainen g ∈ G, että (x′, y′) =
(xg, g−1 (yh)). Siis (x′, y′, z′) = (xg, g−1 (yh) , h−1z) = (xg, (g−1y)h, h−1z). (Jälkimmäinen
yhtälö seuraa siitä, että Y on (G,H)-avaruus.) Nyt
pi4 ◦ (idX × pi2) ((x′, (y′, z′))) = pi4 ◦ (idX × pi2)
((
xg,
((
g−1y
)
h, h−1z
)))
= pi4
(
(xg, [
(
g−1y
)
h, h−1z])
)
= pi4
(
(xg, [g−1y, z]
)
)
= pi4
(
(xg, g−1[y, z])
)
= pi4 ((x, [y, z]))
= pi4 ◦ (idX × pi2) ((x, (y, z))) .
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Siis yhtälö (5.10) on voimassa. Täysin vastaavalla tavalla osoitetaan, että yhtälöstä (5.10)
seuraa (5.9). Olemme osoittaneet, että kuvaus pi3◦(pi1 × idZ) samastaa pisteet u ja v jos ja
vain jos kuvaus pi4 ◦ (idX × pi2) samastaa pisteet ξ(u) ja ξ(v). Siis samastuskuvaukset pi3 ◦
(pi1 × idZ) ja pi4◦(idX × pi2)◦ξ määrittelevät saman relaation lähtöavaruudessa (X × Y )×
Z, joten (X ×G Y )×H Z ≈ X ×G (Y ×H Z).
(X × Y )× Z X × (Y × Z)
(X ×G Y )× Z X × (Y ×H Z)
(X ×G Y )×H Z X ×G (Y ×H Z)
ξ
pi1×idz idx×pi2
pi3 pi4
Nyt voimme kirjoittaa X ×G Y ×H Z ilman sulkuja.
Jos H on topologisen ryhmän G aliryhmä, niin H on topologinen ryhmä ja G voidaan
käsittää (G,H)-avaruutena, kun G toimii oikeilla ja H vasemmilla translaatioilla. Huo-
mataan, että kierretuloissa merkinnät ×GG ja G×G voidaan sieventää pois.
Korollaari 5.11. Olkoon X oikea G-avaruus ja Y vasen H-avaruus, missä H on ryhmän
G aliryhmä. Tällöin X ×G G ×H Y ≈ X ×H Y , missä ryhmän H toiminta avaruudessa
X saadaan ryhmän G toimintakuvauksen rajoittumasta joukkoon X ×H.
Todistus. Lauseen 5.4 nojalla ϕ˜ : X ×G G → X, [x, g] 7→ xg, on G-ekvivariantti homeo-
morﬁsmi. Tällöin φ = ϕ˜ × id : (X ×G G) × Y → X × Y on homeomorﬁsmi. Se on myös
diagonaalitoiminnan suhteen H-ekvivariantti:
φ (([x, g], y)h) = φ
((
[x, g]h, h−1y
))
= φ
((
[x, gh], h−1y
))
=
(
xgh, h−1y
)
= (xg, y)h = (φ (([x, g], y)))h.
Olkoot pi1 : (X×GG)×Y → X×GG×HY ja pi2 : X×Y → X×HY ratakuvauksia. Tällöin
pi1 ja pi2 ◦φ määrittelevät saman relaation avaruudessa (X×GG)×Y , siis X×GG×H Y ≈
X ×H Y .
Korollaari 5.12. Olkoon X oikea G-avaruus ja H ryhmän G aliryhmä. Tällöin X ×G
(G/H) ≈ X/H, kun avaruudessa G/H on annettu ryhmän G vasen toiminta g(g′H) =
gg′H.
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Todistus. Olkoon Y = ∗ piste. Lauseen 5.2 ja Korollaarin 5.11 perusteella
X ×G (G/H) ≈ X ×G G×H ∗ ≈ X ×H ∗ ≈ X/H.
Lause 5.13. Olkoon W oikea G-avaruus. Tällöin kierretulo määrittelee funktorin
F = W ×G − : CG→ Top,
joka muuntaa vasemman G-avaruuden X topologiseksi avaruudeksiW×GX ja G-ekvivariantit
kuvaukset f : X → Y , missä Y on vasen G-avaruus, jatkuviksi kuvauksiksi
Ff : W ×G X → W ×G Y, [w, x] 7→ [w, f(x)].
(Huom. tässä kaikkia G-avaruuksia X käsitellään vasempina G-avaruuksina  jos X on
oikea G-avaruus, muunnetaan se luonnollisella tavalla vasemmaksi G-avaruudeksi asetta-
malla gx = xg−1.)
Todistus. Ensiksi osoitetaan, että kuvaukset Ff ovat hyvin määriteltyjä. Olkoon (w, x) ∈
W ×X. Koska f on G-kuvaus, pätee
(w, f(x)) ∼ (wg, g−1f(x)) = (wg, f (g−1x)) .
Osoitetaan, että kuvaukset Ff ovat jatkuvia. Seuraava kaavio, jossa pi ja pi′ ovat diago-
naalitoiminnan ratakuvauksia, kommutoi:
W ×X W ×G X
W × Y W ×G Y
pi
idW×f Ff
pi′
Koska pi′ ◦ (idW × f) on jatkuva ja pi on samastuskuvaus, kuvaus Ff on jatkuva.
Kaikilla G-avaruuksillaX pätee FidX : W×GX → W×GX, [w, x] 7→ [w, idX(x)] = [w, x],
joten F säilyttää identiteetin. Jos X, Y, Z ovat vasempia G-avaruuksia ja f : X → Y ja
g : Y → Z G-kuvauksia, niin
Fg ◦ Ff ([w, x]) = Fg ([w, f(x)]) = [w, g(f(x))] = [w, g ◦ f(x)] = F (g ◦ f) ([w, x])
kaikilla [w, x] ∈ W ×GX, joten F säilyttää tavanomaisen kuvausten yhdistämisen. Siis F
on kovariantti funktori.
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Täysin vastaavalla tavalla voidaan konstruoida jokaista vasenta G-avaruutta W kohti
funktori −×GW .
Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja F vasen G-avaruus. Tällöin yksikäsitteinen kuvaus
F → ∗ on G-ekvivariantti, joten se indusoi jatkuvan kuvauksen
pi′ : P ×G F → P ×G ∗ = B, [p, f ] 7→ [p, ∗] = pG.
Lause 5.14. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja F vasen G-avaruus. Tällöin kuvaus
pi′ : P ×G F → P ×G ∗ = B, [p, f ] 7→ pG,
on säiekimppu, jonka säie on F .
Todistus. Todetaan ensiksi, että Lauseen 5.2 perusteella P ×G ∗ ≈ P/G = B ja tämä ho-
meomorﬁsmi on muotoa [p, ∗] 7→ pG. Voimme siis samastaa pisteet [p, ∗] ja pG  ryhmän
G toiminnasta ei tarvitse tässä huolehtia, koska se on joka tapauksessa triviaalia avaruu-
dessa B. Lauseessa 5.13 on todettu, että pi′ on hyvin määritelty ja jatkuva. Lisäksi pi′ on
surjektio, koska kaikilla pG = [p, ∗] ∈ B, pätee pi′ ([p, f ]) = [p, ∗] jokaisella f ∈ F .
Osoitetaan sitten, että pi′ toteuttaa säiekimpulta vaadittavan lokaalin triviaalisuuden
ehdon. Koska (P, pi) on G-pääkimppu, sillä on lokaalit trivialisaatiot (U, φU). Kiinnite-
tään U ja tutkitaan alkukuvaa pi′−1U =
{
[p, f ] ∈ P ×G F | [p, ∗] ∈ U
}
. Huomataan,
että jos [p, f ] ∈ pi′−1U , niin p ∈ pi−1U , koska [p, ∗] = pG = pi(p). Toisaalta jos p ∈ pi−1U
ja f ∈ F , niin pi′ ([p, f ]) = [p, ∗] = pG = pi(p) ∈ U . Siis pi′−1U = q (pi−1U × F ), missä
q : P × F → P ×G F , (p, f) 7→ [p, f ], on diagonaalitoiminnan ratakuvaus.
Nyt φU × idF : pi−1U × F 7→ U × G × F on homeomorﬁsmi. Lemman 5.3 nojalla
toimintakuvaus ϕ : G × F → F , (g, f) 7→ gf on jatkuva avoin surjektio. Tällöin kuvaus
idU ×ϕ : U ×G×F → U ×F , (u, g, f) 7→ (u, gf), on jatkuvien ja avointen surjektioiden
tulo, joten se on jatkuva avoin surjektio, siis samastuskuvaus. Koska homeomorﬁsmi on
aina samastuskuvaus ja samastuskuvausten yhdiste on samastuskuvaus, kuvaus
ψ′U = (idU × ϕ)◦(φU × idF ) , (p, f) 7→ (pr1 (φU(p)) , pr2 (φU(p)) f) = (pi(p), pr2 (φU(p)) f) ,
on samastuskuvaus. Tällöin se indusoi homeomorﬁsmin ψU : (pi
−1U × F ) /Rψ′U → U ×F .
Osoitetaan seuraavaksi, että relaation Rψ′U ekvivalenssiluokat ovat täsmälleen diago-
naalitoiminnan radat avaruudessa pi−1U×F . Ensin todetaan, että joukko pi−1U×F koos-
tuu kokonaisista diagonaalitoiminnan radoista avaruudessa P ×F : jos (p, f) ∈ pi−1U ×F ,
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ja jos g ∈ G, niin myös pg ∈ pi−1U , koska pi on ratakuvaus. Siis (pg, g−1f) ∈ pi−1U × F .
Nyt
ψ′U
(
(pg, g−1f)
)
=
(
pi(pg), pr2 (φU(pg)) g
−1f
)
=
(
pi(p), pr2 (φU(p)) gg
−1f
)
= (pi(p), pr2 (φU(p)) f) = ψ
′
U ((p, f)) .
Oletetaan sitten, että ψ′U ((p, f)) = ψ
′
U ((p
′, f ′)). Tällöin
(pi(p), pr2 (φU(p)) f) = (pi(p
′), pr2 (φU(p′)) f ′)
⇐⇒ pi(p) = pi(p′) ja pr2 (φU(p)) f = pr2 (φU(p′)) f ′.
Koska pi on ratakuvaus, on olemassa sellainen g ∈ G, että p′ = pg. Tällöin
pr2 (φU(p)) f = pr2 (φU(p
′)) f ′ = pr2 (φU(pg)) f ′ = pr2 (φU(p)) gf ′,
koska φU on G-ekvivariantti ja G toimii avaruudessa U × G toisella koordinaatilla oi-
keilla translaatioilla. Siis f = gf ′ eli f ′ = g−1f , mistä seuraa, että (p′, f ′) = (pg, g−1f).
Olemme osoittaneet, että relaation Rψ′U ekvivalenssiluokat ovat täsmälleen diagonaalitoi-
minnan radat, joten (pi−1U × F ) /Rψ′U = q (pi−1U × F ) = pi′−1U , ja ψU : pi′−1U → U × F ,
[p, f ] 7→ (pi(p), pr2 (φU(p)) f), on homeomorﬁsmi.
Vielä on osoitettava, että pr1 ◦ ψU = pi′|pi′−1U . Olkoon [p, f ] ∈ pi′−1U . Nyt
pr1 ◦ ψU ([p, f ]) = pi(p) = [p, ∗] = pi′(p).
Koska joukot U muodostavat pohja-avaruuden P×G∗ = B avoimen peitteen, parit (U, ψU)
muodostavat Määritelmän 3.1 ehdot täyttävät lokaalit trivialisaatiot, joten pi′ : P ×GF →
B on säiekimppu säikeellä F .
Määritelmä 5.15. Säiekimppu säikeellä F ja rakenneryhmällä G on säiekimppu pi′ :
P ×G F → B, missä pi : P → B on G-pääkimppu ja pi′ ([p, f ]) = pG = pi(p). Formaalisti
tämä voidaan määritellä viisikkona (P, pi′, B, F,G).
Jos (P, pi′, B, F,G) on säiekimppu ja f : X → B on jatkuva kuvaus, osoittautuu että
nykäisy f ∗(P ×G F ) on myös säiekimppu yli avaruuden X samalla säikeellä F ja raken-
neryhmällä G. Tällöin siihen liittyy pääkimppu f ∗P → X. Huomaa että seuraavassa
lauseessa merkintä ×G tarkoittaa kierretuloa, ei nykäisyä  toisella yleisesti käytössä ole-
valla notaatiolla nykäisy f ∗P voitaisiin kirjoittaa P ×B X, mikä menee helposti sekaisin
kierretulon merkinnän kanssa.
Lause 5.16. Olkoon (P, pi′, B, F,G) säiekimppu. Olkoon f : X → B jatkuva kuvaus.
Tällöin on olemassa luonnollinen homeomorﬁsmi f ∗ (P ×G F ) ≈ (f ∗P )×G F .
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Todistus. Tehdään ensin huomio, että
f ∗P × F = { (x0, p0, f0) ∈ X × P × F | f(x0) = pi(p0)}.
Voidaan siis muodostaa kuvaus
α : f ∗P × F → f ∗ (P ×G F ) , (x0, p0, f0) 7→ (x0, [p0, f0]) ,
koska pi′ ([p0, f0]) = [p0, ∗] = pi(p0) = f(x0). Selvästi α on jatkuva. Se on myös surjektio,
koska jos (x0, [p0, f0]) ∈ f ∗ (P ×G F ), on oltava f(x0) = pi(p0) eli (x0, p0) ∈ f ∗P . Tällöin
(x0, p0, f0) ∈ f ∗P × F .
Kuvaus α on identiteettikuvauksen ja ratakuvauksen (p0, f0) 7→ [p0, f0] tulo, ja jälkim-
mäinen on Lemman 5.5 nojalla avoin kuvaus. Avointen kuvausten tulona α on siis avoin,
ja koska se on jatkuva surjektio, se on samastuskuvaus.
Osoitetaan, että kuvaus α samastaa täsmälleen ryhmän G diagonaalitoiminnan radat
avaruudessa f ∗P × F . (Palautetaan mieleen, että G toimii avaruudessa f ∗P vain toisella
koordinaatilla.) Olkoon g ∈ G. Nyt
α
((
(x0, p0)g, g
−1f0
))
= α
((
(x0, p0g), g
−1f0
))
=
(
x0, [p0g, g
−1f0]
)
= (x0, [p0, f0]) = α (((x0, p0), f0)) .
Olkoon sitten (x1, p1, f1) ∈ f ∗P × F ja α ((x0, p0, f0)) = α ((x1, p1, f1)). Tällöin x0 = x1
ja [p0, f0] = [p1, f1] eli on olemassa sellainen g ∈ G, että p1 = p0g ja f1 = g−1f0. Siis
((x1, p1), f1) = ((x0, p0g), g
−1f0) = ((x0, p0)g, g−1f0). Siis α samastaa täsmälleen diago-
naalitoiminnan radat, joten α = α˜ ◦ q, missä q : (x0, p0, g0) 7→ [x0, [p0, g0]] on diagonaali-
toiminnan ratakuvaus ja
α˜ : (f ∗P )×G F → f ∗ (P ×G F ) , [(x0, p0), f0] 7→ (x0, [p0, f0]) ,
on homeomorﬁsmi.
Esimerkki 5.17. Jatkamme esimerkkiä 4.5, jossa osoitimme, että projektiivisen avaruu-
den muodostava tekijäkuvaus q : Sn → RP n, x 7→ [x]∼′ , on Z/2-pääkimppu. Tekijä-
kuvaus p : Rn+1 → RP n on tämän kanssa isomorﬁnen Z/2-pääkimppu, koska inkluusio
i : Sn ↪→ Rn+1 on pääkimppujen morﬁsmi, ja siten isomorﬁsmi. Olkoon kuvaukset q sekä
φ ja relaatiot ∼ ja ∼′ kuten esimerkissä 4.5, ja olkoon
E(γ) =
{
(L, v) ∈ RP n × Rn+1 | v ∈ L tai v = 0¯
}
.
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Varustetaan joukko E(γ) relatiivitopologialla. Tarkastellaan kuvausta f : Sn×R→ E(γ),
(x, a) 7→ ([x]∼, ax).
Kuvaus f on surjektio: jos (L, v) ∈ E(γ) ja v 6= 0¯, niin (L, v) = f
(
( v||v|| , ||v||)
)
, ja
(L, 0¯) = f
(
( v||v|| , 0)
)
mille tahansa v ∈ L. Osoitamme seuraavaksi, että f on suljettu ja
siten samastuskuvaus. Muodostetaan kuvaukset
4 : Sn → Sn × Sn, x 7→ (x, x),
sekä
f ′ : Sn × R→ Rn+1, (x, a) 7→ ax.
Nyt kuvaus f voidaan kirjoittaa muodossa
f = ((φ ◦ q)× f ′) ◦ (4× idR), (x, a) 7→ (x, x, a) 7→ ([x]∼, ax).
Kuvaus idR on selvästi vahva. Diagonaalikuvaus 4 on suljettu, koska Sn ja Sn × Sn ovat
kompakteja Hausdorﬃn avaruuksia (ks. lauseen 2.12 todistus), ja lisäksi säikeet ovat yk-
siöitä, jotka ovat aina kompakteja. Siis myös 4 on vahva kuvaus, mistä seuraa Lauseen
2.18 avulla, että (4× idR) : Sn × R→ Sn × Sn × R on vahva kuvaus.
Koska Z/2 on kompakti topologinen ryhmä, RP n on Hausdorﬀ ([1], Teoreema 2.13.)
Koska lisäksi Sn on kompakti, q on suljettu kuvaus. Säikeet ovat Z/2-ratoja, jotka koos-
tuvat kahdesta pisteestä, joten ne ovat kompakteja. Siis ratakuvaus q on vahva. Koska φ
on homeomorﬁsmi, kuvaus φ ◦ q on vahva.
Osoitetaan, että kuvaus f ′ on suljettu. Olkoon A suljettu joukko avaruudessa Sn×R ja
z ∈ f ′A. Tällöin on olemassa joukon f ′A jono (zn) = (f ′ ((xn, an))), jolle pätee z = lim
n→∞
zn
ja (xn, an) ∈ A kaikilla n ∈ N. Jos z = 0¯, on oltava lim
n→∞
an = 0, ja koska S
n on kompakti,
jonolla (xn) on suppeneva osajono (xkn), y = lim
n→∞
(xkn , akn) ∈ A, joten f ′(y) = 0¯ ∈ f ′A.
Jos taas z 6= 0¯, valitaan jonon (xn) suppeneva osajono (xkn). Valitaan sitten jonon (akn)
sellainen osajono (ahkn ), jonka kaikki termit ovat positiivisia tai negatiivisia. Tällainen
on olemassa, koska jonossa (an) on oltava ääretön määrä joko positiivisia tai negatiivisia
termejä. Ensimmäisessä tapauksessa lim
n→∞
ahkn = limn→∞
|ahkn | = limn→∞ ||zhkn || = ||z||, toisessa
tapauksessa raja-arvo on −||z||. Siis (xhkn , ahkn ) on joukon A suppeneva osajono, joten
y = lim
n→∞
(xhkn , ahkn ) ∈ A ja z = f ′(y) ∈ f ′A. Siis f ′A on suljettu joukko.
Kuvauksen f ′ säikeille pätee f ′−1({0¯}) = Sn×{0¯} ja f ′−1({z}) = {( z||z|| , ||z||), (− z||z|| ,−||z||)}
kaikilla z ∈ Rn+1 \ {0¯}. Siis säikeet ovat kompakteja joukkoja, joten f ′ on vahva kuvaus.
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Tästä seuraa, että (φ ◦ q)× f ′ on vahva kuvaus. Tällöin f = ((φ ◦ q)× f ′) ◦ (4× idR) on
kahden suljetun kuvauksen yhdisteenä suljettu, joten se on samastuskuvaus.
Nyt f ((−x, a)) = f ((x,−a)), joten f samastaa diagonaalitoiminnan radat. Jos f ((x, a)) =
f ((x′, a′)), niin [x]∼ = [x′]∼, joten x′ = x tai x′ = −x. Jos x = x′, niin myös a = a′. Jos
x′ = −x, niin a′ = −a. Siis kuvaus f samastaa täsmälleen diagonaalitoiminnan radat,
joten f = f˜ ◦ η, missä η : Sn × R → Sn ×Z/2 R on diagonaalitoiminnan ratakuvaus ja
f˜ : Sn ×Z/2 R→ E(γ) on homeomorﬁsmi. Siis E(γ) ≈ Sn ×Z/2 R.
Nyt kuvaus pr1 : E(γ) → RP n, (L, v) 7→ L, on muotoa Sn ×Z/2 R → Sn ×Z/2 ∗ eli
säiekimppu rakenneryhmällä Z/2.
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Luku 6
Ekvivariantit kuvaukset säiekimpun
sektioina
Tässä luvussa esitellään tärkeä yhteys G-ekvivarianttien kuvausten ja rakenneryhmällä
G varustettujen säiekimppujen sektioiden välillä. Todistus perustuu Glen E. Bredonin
kirjaan ([4], sivut 7576, Lemma 2.5 ja Lause 2.6).
Lemma 6.1. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja pi′ : P ×G X → B säiekimppu ra-
kenneryhmällä G. Merkitään diagonaalitoiminnan ratakuvausta ν : P × X → P ×G X,
(p, x) 7→ [p, x]. Tällöin kaavio
P ×X P
P ×G X B
pr1
ν pi
pi′
on nykäisy (tarkemmin ilmaistuna avaruus P × X varustettuna kuvauksilla ν ja pr1
on avaruuden B nykäisy kuvausten pi ja pi′ suhteen).
Todistus. Lauseen 3.10 perusteella riittää todistaa, että ylläolevan kommutoivan kaavion
kuvausten pr1 ja ν indusoima yksikäsitteinen jatkuva kuvaus q : P × X → pi′∗P on ho-
meomorﬁsmi.
Lauseen 3.11 perusteella, q ((p, x)) = ([p, x], p) kaikilla (p, x) ∈ P × X. Koska kaikil-
la z = ([p0, x], p1) ∈ pi′∗P pätee p1G = pi(p1) = pi′ ([p0, x]) = p0G, niin p0 = p1g jolla-
kin g ∈ G. Siis z = ([p1g, x], p1) = ([p1, gx], p1) = q ((p1, gx)). Täten kuvaus q on surjektio.
Oletetaan, että joillekin (p0, x0) , (p1, x1) ∈ P × X pätee q ((p0, x0)) = q ((p1, x1)).
Tällöin p1 = p0, ja [p1, x1] = [p0, x1] = [p0, x0]. Siis (p0, x1) = (p0g, g
−1x0) jollakin g ∈ G.
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Koska G toimii vapaasti avaruudessa P , pätee g = e, joten myös x0 = x1. Siis q on injektio,
joten se on bijektio.
On osoitettava vielä, että q on avoin kuvaus. Olkoon (U, φU) jokin G-pääkimpun (P, pi)
trivialisaatio. Lauseen 5.14 todistuksen perusteella (U, ψU), missä
ψU : pi
′−1U → U ×X, [p, x] 7→ (pi(p), pr2 (φU(p))x) ,
on säiekimpun pi′ : P ×G X → B trivialisaatio.
Tutkitaan joukkoa pi−1U × X ⊂ P × X. Jos (p, x) ∈ pi−1U × X, niin q ((p, x)) =
([p, x] , p), missä pi′ ([p, x]) = pi (p) ∈ U , siis q ((p, x)) ∈ pi′∗pi−1U . Toisaalta, jos ([p′, x], p) ∈
pi′∗ (pi−1U), selvästi [p′, x] = [p, x′] jollakin x′ ∈ X, ja koska p ∈ pi−1U , pätee (p, x′) ∈
pi−1U ×X, joten ([p′, x], p) = ([p, x′], p) ∈ q (pi−1U ×X). Siis q (pi−1U ×X) = pi′∗ (pi−1U).
Merkitään
qU =: q| : pi−1U ×X → pi′∗
(
pi−1U
)
.
Selvästi ψU×φU : pi′−1U×pi−1U → U×X×U×G on homeomorﬁsmi. Nyt pi′∗ (pi−1U) ⊂
pi′−1U×pi−1U . Jos ([p, x] , p) ∈ pi′∗ (pi−1U), niin pr1◦φU (p) = pi (p) ja myös pr1◦ψU ([p, x]) =
pi′ ([p, x]) = pi (p), joten ψU×φU (([p, x] , p)) = (pi(p), x′, pi(p), g′) joillakin x′ ∈ X ja g′ ∈ G.
Toisaalta jos u ∈ U, x′ ∈ X, ja g′ ∈ G, niin φ−1U ((u, g′)) ∈ pi−1U ja ψ−1U ((u, x′)) ∈ pi′−1U .
Nyt pi′◦ψ−1U ((u, x′)) = pi◦φ−1U ((u, g′)) = u, joten
(
ψ−1U ((u, x
′)) , φ−1U ((u, g
′))
) ∈ pi′∗ (pi−1U).
Siis
ψU × φU
(
pi′∗
(
pi−1U
))
=
{
(u, x, u, g) | (u, g, x) ∈ U ×G×X}.
MerkitäänA =
{
(u, x, u, g) | (u, g, x) ∈ U×G×X}. Nyt ϕU := (ψU × φU) | : pi′∗ (pi−1U)→
A on homeomorﬁsmi. Selvästi myös kuvaus αU : A→ U ×G×X, (u, x, u, g) 7→ (u, g, x),
on homeomorﬁsmi. Samoin βU = φ
−1
U × idX : U ×G×X → pi−1U ×X on homeomorﬁsmi.
Tällöin voidaan muodostaa kuvaus
γU = αU ◦ ϕU ◦ qU ◦ βU : U ×G×X → U ×G×X.
Olkoon (u, g, x) ∈ U ×G×X. Nyt
γU ((u, g, x)) = αU ◦ ϕU ◦ qU ◦ βU ((u, g, x)) = αU ◦ ϕU ◦ qU
((
φ−1U ((u, g)) , x
))
= αU ◦ ϕU
(
[φ−1U ((u, g)) , x], φ
−1
U ((u, g))
)
= αU
((
ψU
(
[φ−1U ((u, g)) , x], φU ◦ φ−1U ((u, g))
)))
= αU
((
pi ◦ φ−1U ((u, g)) ,
(
pr2 ◦ φU ◦ φ−1U ((u, g))
)
x, u, g
))
= αU ((u, gx, u, g)) = (u, g, gx) .
Kuvaus γU on selvästi jatkuva ja sillä on jatkuva käänteiskuvaus γ
−1
U ((u, g, x)) =
(u, g, g−1x). Siis γU on homeomorﬁsmi. Tästä seuraa, että kuvaus qU on homeomorﬁs-
mi. Siis kuvauksen q rajoittuma jokaiseen joukkoon pi−1U × X on avoin, ja koska nämä
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joukot muodostavat avaruuden P × X avoimen peitteen, q on avoin kuvaus. Siis q on
homeomorﬁsmi.
Huomaa, että seuraavassa lauseessa muodostetaan kahden oikean G-avaruuden kier-
retulo, jolloin diagonaalitoiminta on muotoa (p, x) g = (pg, xg).
Lause 6.2. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja olkoon X oikea G-avaruus. Tällöin G-
ekvivarianttien kuvausten f : P → X ja säiekimpun (P, pi′, B,X,G) sektioiden sf : B →
P ×G X välillä on luonnollinen yksi yhteen -vastaavuus. Bijektio saadaan yhtälöstä
sf (pi(p)) = [p, f(p)] .
Todistus. Olkoon ensin f : P → X G-ekvivariantti kuvaus. Tällöin myös kuvaus f ′ : P →
P ×X, p 7→ (p, f(p)), on G-ekvivariantti, kun avaruudessa P ×X on diagonaalitoiminta
(p, x) g = (pg, xg). Ratoihin siirtymällä voidaan määritellä jatkuva kuvaus
sf : B → P ×G X, pi(p) = pG 7→ [p, f(p)] .
Tämä on selvästi säiekimpun projektion pi′ sektio.
Olkoon sitten s : B → P ×G X projektion pi′ sektio. Tällöin pi′ (s ◦ pi(p)) = pi(p).
Koska lauseiden 3.10 ja 6.1 nojalla Lemman 6.1 kaavio on nykäisy, on olemassa sellainen
yksikäsitteinen jatkuva kuvaus θ, että seuraava kaavio kommutoi:
P
P ×X P
P ×G X B
idP
s◦pi
θ
pr1
ν pi
pi′
Tällöin kaikilla p ∈ P pätee θ (p) = (p, f(p)), missä jatkuvalle kuvaukselle f : P → X
pätee s ◦ pi(p) = [p, f(p)]. Osoitetaan, että f on G-ekvivariantti. Olkoon p ∈ P . Nyt
[pg, f(pg)] = ν ◦ θ(pg) = s ◦ pi(pg) = s ◦ pi(p) = ν ◦ θ(p) = [p, f(p)] ,
joten on olemassa sellainen g′ ∈ G, että (pg, f(pg)) = (pg′, f(p)g′). Koska G toimii va-
paasti avaruudessa P , on oltava g′ = g, mistä seuraa, että f(pg) = f(p)g. Siis f on G-
ekvivariantti ja s = sf . Kuvauksen θ yksikäsitteisyydestä seuraa, että f on ainoa kuvaus,
jolle pätee s(pi(p)) = [p, f(p)].
42
Esimerkki 6.3. Esimerkissä 5.17 osoitimme, että säiekimppu pr1 : E(γ)→ RP n, (L, v) 7→
L, on muotoa Sn×Z/2R→ Sn×Z/2 ∗. Voimme nyt konstruoida tämän säiekimpun sektiot
Lauseen 6.2 avulla.
Sektiot ovat täsmälleen ne kuvaukset
sf : S
n ×Z/2 ∗ → Sn ×Z/2 R,
joille pätee sf ([x]∼′) = [x, f(x)], missä f : Sn → R on Z/2- ekvivariantti eli pariton
jatkuva kuvaus: f(−x) = −f(x) kaikilla x ∈ Sn. Esimerkin 5.17 homeomorﬁsmi f˜ :
Sn ×Z/2 R → E(γ) kuvaa radan [x, f(x)] pariksi ([x]∼, f(x)x). Siis kuvausta f vastaava
sektio sf kimpulle pr1 : E(γ)→ RP n saadaan kaavalla
L 7→
(
L, f
( v
||v||
) v
||v||
)
,
missä v ∈ L \ 0¯ on mielivaltainen.
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Luku 7
Luokitteluavaruudet
Tässä luvussa tutkimme G-pääkimppuja, joiden pohja-avaruus on CW-kompleksi. CW-
kompleksin määritelmä löytyy monista algebrallisen topologian oppikirjoista, esimerkiksi
[5], sivu 13, Määritelmä 1.5.3. Tarvitsemme lisäksi joitakin Serren ﬁbraatioita koskevia
tuloksia.
Määritelmä 7.1. Olkoot E ja B topologisia avaruuksia ja olkoon p : E → B jatkuva
kuvaus. Sanomme, että kuvauksella p on homotopian nosto-ominaisuus topologisen ava-
ruuden A suhteen, jos p täyttää seuraavan ehdon kaikille homotopioille F : A× I → B:
Jos on olemassa jatkuva kuvaus G0 : A→ E, jolle pätee p◦G0 = F ◦i, missä i : A ↪→ A×I,
a 7→ (a, 0), on inkluusio, niin on olemassa jatkuva kuvaus G : A × I → E, jolle pätee
G◦i = G0 ja p◦G = F . Toisin sanoen, aina jos seuraavan kaavion ulompi neliö kommutoi,
on olemassa sellainen jatkuva kuvaus G, että koko kaavio kommutoi.
A E
A× I B
G0
i p
F
G
Määritelmä 7.2. Jatkuva kuvaus p : E → B on ﬁbraatio eli Hurewiczin ﬁbraatio, jos
sillä on homotopian nosto-ominaisuus kaikkien topologisten avaruuksien suhteen. Kuvaus
p on Serren ﬁbraatio, jos sillä on homotopian nosto-ominaisuus kaikkien CW-kompleksien
suhteen.
Kaikki (Hurewiczin) ﬁbraatiot ovat siis Serren ﬁbraatioita.
Lemma 7.3. Jokainen säiekimppu on Serren ﬁbraatio.
Todistus. [5], sivut 19-20, Lause 1.6.11.
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Jatkossa esiintyvä merkintä f : (X, x0) → (Y, y0) tarkoittaa sitä, että f : X → Y
on kuvaus ja f(x0) = y0. Sanotaan myös, että pari (X, x0) on kantapistejoukko, ja x0 on
kantapiste. Jos X on topologinen avaruus, paria (X, x0) sanotaan kantapisteavaruudeksi.
Käytämme seuraavissa määritelmissä ja lauseissa topologisen avaruuden homotopia-
ryhmän käsitettä. Homotopiaryhmän määritelmän osalta viittaamme D.J. Bensonin kir-
jaan: [5], sivu 2, kappale 1.2. Perusteellisemmin homotopiaryhmät on konstruoitu mm.
lähteessä [6].
Lemma 7.4. Olkoon p : (E, e0) → (B, b0) Serren ﬁbraatio. Merkitään F = p−1 ({b0}).
(Selvästi e0 ∈ F .) Tällöin on olemassa pitkä eksakti jono
. . .
p∗→ pin(B, b0) δ→ pin−1(F, e0) i∗→ pin−1(E, e0) p∗→ pin−1(B, b0) δ→ . . .
missä kuvaus p∗ on kuvauksen p indusoima ja kuvaus i∗ on inkluusion i : (F, e0) ↪→
(E, e0) indusoima. Jonon eksaktius tarkoittaa ryhmien eksaktia jonoa, kun n ≥ 1. Jouk-
ko pi0(X, x0) ei ole yleensä ryhmä, vaan avaruuden X polkukomponenttien joukko. Myös
jonon loppupäässä
. . .
p∗→ pi1(B, b0) δ→ pi0(F, e0) i∗→ pi0(E, e0) p∗→ pi0(B, b0) δ→ 0
jono on siinä mielessä eksakti, että jos asetetaan joukon pi0(X, x0) kantapisteeksi [x0]
eli pisteen x0 polkukomponentti, ja määritellään kuvauksen ydin tämän kantapisteen [x0]
alkukuvana, niin tämä on aina jonon edellisen kuvauksen kuva.
Todistus. [5], sivu 17, Lause 1.6.6.
Lemma 7.5. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu. Olkoon A ⊂ B. Tällöin
(7.6) pi| : pi−1A→ A,
missä ryhmän G toiminta joukossa pi−1A saadaan rajoittamalla sen toiminta aliavaruu-
dessa P aliavaruuteen pi−1A, sekä
(7.7) pi × idI : P × I → B × I,
missä G toimii triviaalisti avaruudessa I ja avaruudessa P × I on diagonaalitoiminta,
ovat G-pääkimppuja.
Todistus. Osoitetaan ensin, että pi−1A yllä mainitulla ryhmän G toiminnalla varustettuna
todella on G-avaruus. Olkoon
ϕ : P ×G→ P, (p, g) 7→ pg,
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ryhmän G toiminta avaruudessa P . Koska pi on ratakuvaus, kaikilla p ∈ pi−1A pätee
pG = pi−1({pi(p)}) ⊂ pi−1A. Siis ϕ (pi−1A×G) ⊂ pi−1A, joten rajoittuma
ϕ| : pi−1A×G→ pi−1A, (p, g) 7→ pg,
on ryhmän G toiminta avaruudessa pi−1A. Osoitetaan sitten, että 7.6 on G-pääkimppu.
Olkoon (U, φU) G-pääkimpun (P, pi) trivialisaatio. Tällöin U ∩A on avoin avaruudessa A,
ja rajoittuma
φU | : pi−1 (U ∩ A)→ (U ∩ A)×G
on homeomorﬁsmi. G-ekvivariantin kuvauksen rajoittumana se on G-ekvivariantti, ja kai-
kille p ∈ pi−1 (U ∩ A) pätee pr1 ◦φU |(p) = pr1 ◦φU(p) = pi(p) = pi|(p). Koska joukot U ∩A
muodostavat avaruuden A avoimen peitteen, parit (A ∩ U, φU |) muodostavat Määritelmän
4.1 ehdot täyttävän trivialisaation kuvaukselle pi|, joten (pi−1A, pi|) on G-pääkimppu yli
avaruuden A.
Osoitetaan seuraavaksi, että 7.7 on G-pääkimppu. Olkoon taas (U, φU) G-pääkimpun
(P, pi) trivialisaatio. Tällöin
φU × idI : pi−1U × I → (U ×G)× I, (p, t) 7→ ((φU (p)) , t) ,
on homeomorﬁsmi. Yhdistämällä tämä homeomorﬁsmin ((u, g), t) 7→ ((u, t), g) kanssa
saadaan homeomorﬁsmi
ψU : pi
−1U × I → (U × I)×G, (p, t) 7→ ((pr1 ◦ φU(p), t), pr2 ◦ φU(p)) .
Tällöin pr1 ◦ ψU = (pr1 ◦ φU) × idI = (pi × idI)|pi−1U×I . Lisäksi kaikilla (p, t) ∈ pi−1U × I
ja g ∈ G pätee
ψU ((p, t) g) = ψU ((pg, t)) = ((pr1 ◦ φU(pg), t), pr2 ◦ φU(pg))
= ((pr1 ◦ φU(p), t), pr2 ◦ φU(p)g) = ((pr1 ◦ φU(p), t), pr2 ◦ φU(p)) g
= ψU ((p, t)) g,
joten homeomorﬁsmi ψU on G-ekvivariantti. Koska joukot U × I muodostavat avaruuden
B×I avoimen peitteen, trivialisaatiot (U × I, ψU) täyttävät Määritelmän 4.1 ehdot, joten
(P × I, pi × idI) on G-pääkimppu.
Lause 7.8. Olkoon B CW-kompleksi ja pi : P → B G-pääkimppu. Oletetaan, että X
on CW-kompleksi ja f0, f1 : X → B ovat keskenään homotooppiset jatkuvat kuvaukset.
Tällöin nykäisyt f ∗0P ja f
∗
1P ovat isomorﬁset G-pääkimput.
Todistus. [14], Lause 9.9.
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Lause 7.8 tekee pääkimpun muodostamisesta annetun CW-kompleksin yli funktorin.
Lause 7.9. On olemassa kontravariantti funktori PG(−) : hCW → Set, joka muun-
taa CW-kompleksin X joukoksi PG(X) sekä homotopialuokan [f ] ∈ [X ′;X] kuvaukseksi
PG(−)([f ]) : PG(X)→ PG(X ′), (P, pi) 7→ (f ∗P, pr1).
Todistus. Lauseen 7.8 perusteella kuvaus PG(−)([f ]) on hyvin määritelty. Olkoot X, Y
ja Z CW-komplekseja ja f : X → Y ja g : Y → Z jatkuvia kuvauksia. Olkoon (P, pi)
G-pääkimppu yli avaruuden Z. Tällöin PG(−)([g ◦ f ]) ([(P, pi)]) (missä [(P, pi)] ∈ PG(Z)
tarkoittaa isomorﬁsmiluokkaa) on se G-pääkimppujen (yli avaruuden X) isomorﬁsmiluok-
ka, johon kuuluu G-pääkimppu (g ◦ f)∗ P . Toisaalta, PG(−)([f ])◦PG(−)([g]) ([(P, pi)]) on
G-pääkimpun f ∗(g∗P ) isomorﬁsmiluokka. Lauseen 4.9 nojalla (g ◦ f)∗ P ∼= f ∗(g∗P ), joten
PG(−)([g ◦ f ]) = PG(−)([f ]) ◦ PG(−)([g]). Koska lisäksi kaikilla [(P, pi)] ∈ PG(Z) pätee
PG(−)([idZ ]) ([(P, pi)]) = [id∗ZP ] = [(P, pi)],
missä viimeinen yhtälö seuraa Lauseesta 4.10, PG(−)([idZ ]) = idPG(Z). Siis PG(−) on
kontravariantti funktori kategoriasta hCW kategoriaan Set.
Lauseesta 7.9 seuraa, että jos X ja Y ovat CW-komplekseja ja f : X → Y on homo-
topiaekvivalenssi, niin PG(−)([f ]) : PG(Y )→ PG(X) on isomorﬁsmi kategoriassa Set eli
bijektiivinen kuvaus. Tästä seuraa helposti seuraava korollaari:
Korollaari 7.10. Jokainen G-pääkimppu kutistuvan CW-kompleksin X yli on triviaali.
Todistus. Lauseen 7.9 nojalla on olemassa bijektio joukkojen PG(X) ja PG(∗) välillä.
Koska G → ∗ on ainoa G-pääkimppu yli avaruuden ∗, joukossa PG(X) on ainoastaan
yksi alkio. Koska triviaali G-pääkimppu X × G → G on aina olemassa, tämä ainoa
ekvivalenssiluokka on triviaalin G-pääkimpun ekvivalenssiluokka.
Määritelmä 7.11. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia. Jatkuva kuvaus f : X → Y
on heikko homotopiaekvivalenssi, jos homotopiaryhmien välille indusoitu kuvaus
f ∗ : pin (X)→ pin (Y )
on ryhmäisomorﬁsmi kaikilla n ∈ N.
Erityisesti siis jokainen homotopiaekvivalenssi on heikko homotopiaekvivalenssi.
Määritelmä 7.12. Topologinen avaruus X on heikosti kutistuva, jos kuvaus X → ∗,
missä * on piste, on heikko homotopiaekvivalenssi.
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Koska pin(∗) = 0 kaikilla n ∈ N, Määritelmä 7.12 on yhtäpitävää sen kanssa, että
avaruuden X kaikki homotopiaryhmät ovat triviaaleja.
Seuraavan lauseen todisti J.H.C. Whitehead vuonna 1949.
Lause 7.13. Olkoot X ja Y yhtenäisiä CW-komplekseja. Olkoon f : X → Y heikko
homotopiaekvivalenssi. Tällöin kuvaus f on homotopiaekvivalenssi.
Todistus. [7], Lause 4.5.
Lauseesta 7.13 seuraa heti, että heikosti kutistuva CW-kompleksi on kutistuva.
Lemma 7.14. Olkoon p : E → B Serren ﬁbraatio ja olkoon X ′ CW-kompleksi ja A
sen CW-alikompleksi. Olkoon i : A ↪→ X ′ inkluusio ja olkoot f : A → E, g : X ′ →
B jatkuvia kuvauksia. Jos p on heikko homotopiaekvivalenssi ja seuraavassa kaaviossa
kiinteistä nuolista muodostettu neliö kommutoi, niin on olemassa jatkuva kuvaus s, jolle
kaavio kommutoi:
A E
X ′ B
f
i p
g
s
Todistus. [8], Lause 5.1.
Lause 7.15. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja olkoon avaruus P heikosti kutistuva.
Olkoon X CW-kompleksi. Tällöin kuvaus φ : [X,B]→ PGX , [f ] 7→ [f ∗P ], on surjektio.
Todistus. Oletetaan, että P on heikosti kutistuva. Olkoon piQ : Q → X G-pääkimppu.
Tällöin p : Q ×G P → X, [q, p] 7→ piQ(q), on säiekimppu, joten se on Serren ﬁbraatio.
Palautetaan mieleen, että kuvauksen p säie jokaisen pisteen x ∈ X yli on P . Olkoon
x0 ∈ X ja p0 ∈ p−1({x0}). Lemman 7.4 nojalla on olemassa pitkä eksakti jono
. . .
p∗→ pin(X, x0) δ→ pin−1(P, p0) i∗→ pin−1(Q×G P, p0) p∗→ pin−1(X, x0) δ→ . . .
Tässä kantapisteen valinnalla ei ole merkitystä, koska X on CW-kompleksina lokaalisti
polkuyhtenäinen, ja koska X on myös yhtenäinen, se on polkuyhtenäinen, joten homoto-
piaryhmä pin(X, x0) ei riipu pisteestä x0. Koska P on heikosti kutistuva, tiedämme että
pin(P, p0) = 0 kaikilla p0 ∈ P ja n ∈ N. Saadaan siis seuraava eksakti jono:
. . .
p∗→ pin(X) δ→ 0 i∗→ pin−1(Q×G P ) p∗→ pin−1(X) δ→ 0 i∗→ . . .
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Siis kaikilla n ∈ N, ker p∗ = im i∗ = 0 sekä im p∗ = ker δ = pin−1(X), joten p∗ on
ryhmäisomorﬁsmi. Tämä on yhtäpitävää sen kanssa, että kuvaus p on heikko homoto-
piaekvivalenssi. Lemman 7.14 nojalla jokaisella kommutoivalla kaaviolla
A Q×G P
X ′ X
h
i p
g
s
missä i : A → X ′ on CW-alikompleksin inkluusio CW-kompleksiin X, on diagonaali s.
Valitaan X ′ = X, g = idX , A = {x0} jollakin x0 ∈ X ja h : x0 7→ e0, missä e0 ∈ Q×G P
on jokin sellainen piste, jolle pätee p(e0) = x0. Tällöin kaavio kommutoi, joten diagonaali
s on olemassa, ja s on säiekimpun p : Q×G P → X sektio.
Tällöin Lauseen 6.2 nojalla on olemassa G-ekvivariantti kuvaus f˜ : Q → P , joka
indusoi rata-avaruuksien välille kuvauksen f : X → B, piQ(q) 7→ pi(f˜(q)). Muodostetaan
nykäisy f ∗P :
f ∗P P
X B
pr2
pr1 pi
f
Jos q ∈ Q, niin (piQ(q), f˜(q)) ∈ f ∗P . Kuvaus σ : Q → f ∗P , q 7→
(
piQ(q), f˜(q)
)
, on
G-ekvivariantti, koska kaikilla g ∈ G pätee
σ(q)g =
(
piQ(q), f˜(q)
)
g =
(
piQ(q), f˜(q)g
)
=
(
piQ(q), f˜(qg)
)
=
(
piQ(qg), f˜(qg)
)
= σ(qg).
Lisäksi pr1 ◦ σ = piQ, joten σ on G-pääkimppujen morﬁsmi ja Lauseen 4.6 nojalla isomor-
ﬁsmi. Siis Q ∼= f ∗P = φ ([f ]).
Lause 7.16. Olkoon pi : P → B G-pääkimppu ja olkoon avaruus P heikosti kutistuva.
Olkoon X CW-kompleksi. Tällöin kuvaus φ : [X,B]→ PGX , [f ] 7→ [f ∗P ], on injektio.
Todistus. Olkoot f0, f1 : X → B jatkuvia kuvauksia. Oletetaan, että on olemassa G-
pääkimppujen välinen isomorﬁsmi ψ : f ∗0P → f ∗1P . Kuvaus ψ ei muuta ensimmäistä
koordinaattia, koska G-pääkimppujen morﬁsmina sille pätee pr1 ◦ ψ = pr1. Siis kaikilla
(x, p) ∈ f ∗0P pätee ψ((x, p)) = (x, ψ2((x, p))), missä ψ2 : f ∗0P → P on jatkuva kuvaus.
Koska
(x, ψ2 ((x, pg))) = ψ ((x, pg)) = ψ ((x, p)) g = (x, ψ2 ((x, p))) g = (x, ψ2 ((x, p)) g) ,
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kuvaus ψ2 on G-ekvivariantti.
Olkoon Q = (f ∗0P )×I ja piQ : Q→ X×I, (x0, p0, t) 7→ (x0, t). Lemman 7.5 nojalla (Q, piQ)
on G-pääkimppu. Merkitään Q0 = f
∗
0P × {0} = pi−1Q (X × {0}) ja Q1 = f ∗0P × {1} =
pi−1Q (X × {1}).
Olkoon sitten ρ : Q ×G P → X × I säiekimppu rakenneryhmällä G. Tarkastellaan
tämän säiekimpun rajoittumia Q0×G P → X×{0} sekä Q1×G P → X×{1}. Kuvaukset
g0 : Q0 → P, ((x, p) , 0) 7→ p,
sekä
g1 : Q1 → P, ((x, p) , 1) 7→ ψ2 ((x, p)) ,
ovat G-ekvivariantteja, joten niitä vastaavat sektiot
sg0 : X × {0} → Q0 ×G P, sg0 ((x, 0)) = sg0 (piQ(((x, p), 0))) = [((x, p), 0), p]
sekä
sg1 : X × {1} → Q1 ×G P, sg1 ((x, 1)) = sg1 (piQ(((x, p), 1))) = [((x, p), 1), ψ2 ((x, p))].
Tällöin kuvaus
s′ : X × {0} ∪X × {1} → Q×G P, s′((x, t)) =
{
sg0 ((x, 0)) , t = 0
sg1 ((x, 1)) , t = 1
on avaruudessa (X × {0}) ∪ (X × {1}) määritelty sektio säiekimpulle ρ. Koska avaruu-
della I on CW-struktuuri (soluhajotelma), joka koostuu kahdesta 0-solusta 0 ja 1 sekä
yhdestä 1-solusta ]0,1[, I on äärellinen CW-kompleksi. Tällöin X × I on CW-kompleksi
([7], Lause A.6). Koska X×{0}∪X×{1} on CW-kompleksin X× I kokonaisista soluista
koostuva suljettu osajoukko, se on CW-alikompleksi. Alla olevassa kaaviossa ulompi neliö
kommutoi, ρ on Serren ﬁbraatio heikosti kutistuvalla säikeellä P ja i on CW-alikompleksin
inkluusio.
X × {0} ∪X × {1} Q×G P
X × I X × I
s′
i ρ
id
s
Nyt Lemman 7.14 oletukset täyttyvät, joten sektio s′ voidaan laajentaa säiekimpun ρ
globaaliksi sektioksi s. Lauseen 6.2 nojalla sektiota s vastaa G-ekvivariantti kuvaus h :
Q→ P , jolle pätee
s ((x, 0)) =
[
((x, p) , 0) , p
]
=
[
((x, p) , 0) , h (((x, p) , 0))
]
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sekä
s ((x, 1)) =
[
((x, p) , 1) , ψ2 ((x, p))
]
=
[
((x, p) , 1) , h (((x, p) , 1))
]
.
Siirtymällä ratoihin saadaan jatkuva kuvaus eli homotopia h˜ : X×I → B. Tällöin kaikilla
x ∈ X pätee
h˜ ((x, 0)) = pi ◦ h (((x, p) , 0)) = pi (p) = f0 (x)
sekä
h˜ ((x, 1)) = pi ◦ h (((x, p) , 1)) = pi (ψ2 ((x, p))) = f1 (x) .
Siis h˜ : f0 ' f1, mikä todistaa väitteen.
Lauseista 7.15 sekä 7.16 seuraa, että jos pi : P → B on G-pääkimppu, jonka totaa-
liavaruus P on heikosti kutistuva, niin kuvaus φ : [X,B] → PGX , [f ] 7→ [f ∗P ], on
bijektio. Tällöin G-pääkimppua (P, pi) sanotaan universaaliksi G-pääkimpuksi yli B:n ja
pohja-avaruutta B sanotaan topologisen ryhmän G luokitteluavaruudeksi.
Lause 7.17. Oletetaan, että universaali G-pääkimppu pi : P → B on olemassa. Tällöin
pohja-avaruudeksi B voidaan valita CW-kompleksi.
Todistus. Jokaiselle topologiselle avaruudelle B on olemassa heikko homotopiaekvivalenssi
g : B′ → B, missä B′ on CW-kompleksi ([11], Lause V 2.2.). Tällöin g∗P → B′ on
G-pääkimppu. Koska G-pääkimput ovat Serren ﬁbraatioita, niiden pitkistä eksakteista
jonoista voidaan muodostaa kommutoiva kaavio
. . . pin+1 (B) pin (G) pin (P ) pin (B) pin−1 (G) . . .
. . . pin+1 (B
′) pin (G) pin (g∗P ) pin (B′) pin−1 (G) . . .
pi∗ δ
g∗
i∗
id∗
pi∗
0
δ
g∗
i∗
id∗
pr1∗ δ′ i∗ pr1∗ δ′ i∗
Koska g∗ ja id∗ ovat isomorﬁsmeja kaikilla n ∈ N1, 5-lemmasta seuraa, että myös 0 :
pin (P ) → pin (g∗P ) on isomorﬁsmi kaikilla n ∈ N1, joten myös avaruus g∗P on heikosti
kutistuva.
Määritelmä 7.18. Olkoot C ja D kategorioita ja F sekä G funktoreita (molemmat ko-
variantteja tai molemmat kontravariantteja) kategoriasta C kategoriaan D. Luonnollinen
transformaatio η kovarianttien funktorien F ja G välillä on sellainen kokoelma kategorian
D morﬁsmeja {
ηX : F (X)→ G(X) | X ∈ Obj(C)
}
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että kaikilla kategorian C morﬁsmeilla f : X → Y pätee ηY ◦ F (f) = G(f) ◦ ηX . Toisin
sanoen seuraava kaavio kommutoi kaikilla X, Y ∈ Obj(C) ja kaikilla f ∈ Hom(X, Y ):
F (X) F (Y )
G(X) G(Y )
F (f)
ηX ηY
G(f)
Jos F ja G ovat molemmat kontravariantteja, määritelmä on muuten sama, mutta F (f) ∈
Hom(F (Y ), F (X)), G(f) ∈Hom(G(Y ), G(X)) kaikilla f ∈ Hom (X, Y ) eli kaavion vaa-
kasuuntaiset nuolet vaihtavat suuntaa.
Jos jokainen morﬁsmi ηX on isomorﬁsmi, sanomme, että η on luonnollinen isomorﬁs-
mi. Tällöin morﬁsmien η−1X muodostama perhe on luonnollinen transformaatio funktorien
G ja F välillä.
Merkintä Nat(F,G) tarkoittaa kokoelmaa, jonka muodostavat kaikki luonnolliset trans-
formaatiot funktorien F ja G välillä.
Määritelmä 7.19. Sanomme, että kategoria C on lokaalisti pieni, jos morﬁsmien luokat
Hom(A,B) ovat joukkoja (eivätkä aitoja luokkia) kaikilla A,B ∈ Obj(C).
Jos C on lokaalisti pieni kategoria, niin jokaista kategorian C objektia A kohti voidaan
määritellä kovariantti Hom-funktori hA : C → Set, joka vie jokaisen objektin X joukoksi
Hom(A,X) ja jokaisen morﬁsmin f ∈ Hom(X, Y ) morﬁsmiksi f ◦ −, joka kuvaa morﬁs-
min g ∈ Hom (A,X) = hA(X) morﬁsmiksi f ◦ g ∈ Hom (A, Y ) = hA(Y ).
Samalla tavoin määritellään jokaista kategorian C objektia A kohti kontravariantti
Hom-funktori hA : C → Set, joka vie jokaisen objektin X joukoksi Hom(X,A) ja jokaisen
morﬁsmin f ∈ Hom(X, Y ) morﬁsmiksi − ◦ f , joka kuvaa morﬁsmin g ∈ Hom (Y,A) =
hA(Y ) morﬁsmiksi g ◦ f ∈ Hom (X,A) = hA(X).
Seuraava lemma tunnetaan Yonedan lemmana.
Lemma 7.20. Olkoon C lokaalisti pieni kategoria ja olkoon F : C → Set kovariantti
(kontravariantti) funktori. Tällöin luonnolliset transformaatiot funktorien hA ja F (hA ja
F ) välillä ovat yksi-yhteen vastaavuudessa joukon F (A) alkioiden kanssa, eli on olemassa
bijektio φ : Nat(hA, F ) → F (A). (Kontravariantin funktorin tapauksessa on olemassa
bijektio φ : Nat(hA, F )→ F (A).)
Todistus. Todistetaan väite kovariantille Hom-funktorille. Olkoon A ∈ Obj(C). Koska C
on lokaalisti pieni kategoria, funktori hA : C → Set on olemassa. Olkoon η luonnollinen
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transformaatio funktorien hA ja F välillä, ja olkoon f ∈Hom(A,X). Tällöin seuraava
kaavio kommutoi:
Hom(A,A) Hom(A,X)
F (A) F (X)
f◦−
ηA ηX
F (f)
Nyt idA ∈ Hom(A,A). Merkitään u = ηA(idA). Ylläolevasta kaaviosta saadaan siis yhtälö
ηX(f) = F (f)(u):
idA f
u F (f)(u)
f◦−
ηA ηX
F (f)
Siis kaikilla X ∈ Obj(C) ja kaikilla f ∈ Hom(A,X), morﬁsmi ηX määräytyy yksikäsittei-
sesti joukon F (A) alkion u perusteella. Jos taas u ∈ F (A) on annettu, voidaan kaikilla
X ∈ Obj(C) määritellä kuvaus ηX : Hom(A,X) → F (X) säännöllä ηX(f) = F (f)(u).
(Erityisesti ηA(idA) = F (idA)(u) = idF (A)(u) = u). Osoitetaan, että näin saatu kuvaus-
perhe on luonnollinen transformaatio funktorien hA ja F välillä. Olkoot X, Y ∈ Obj(C).
Olkoon g ∈ Hom(X, Y ). Nyt hA(g) on kuvaus g ◦ − : Hom(A,X) → Hom(A, Y ), eli
hA(g)(k) = g ◦ k kaikilla k ∈ Hom (A,X). Tällöin
(F (g)◦ηX)(k) = F (g) (ηX(k)) = F (g) (F (k)(u)) = F (g)◦F (k)(u) = F (g◦k)(u) = ηY (g◦k),
joten seuraava kaavio kommutoi:
Hom(A,X) Hom(A, Y )
F (X) F (Y )
g◦−
ηX ηY
F (g)
Siis η = {ηX : X ∈ Obj(C)} on luonnollinen transformaatio.
Tapaus, jossa F on kontravariantti funktori, todistetaan vastaavasti.
Lause 7.21. Jos universaali G-pääkimppu pi : P → B on olemassa, niin luokitteluavaruus
B on yksikäsitteinen kanonista homotopiaekvivalenssia vaille.
Todistus. Olkoon pi : P → B universaali G-pääkimppu ja olkoon CW-kompleksi B′ toinen
luokitteluavaruus topologiselle ryhmälle G. Tällöin on olemassa universaali G-pääkimppu
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pi′ : P ′ → B′. Lauseen 7.9 perusteella PG(−) on kontravariantti funktori kategorias-
ta hCW kategoriaan Set. Koska kategoria hCW on lokaalisti pieni, voidaan käyttää
Yonedan lemmaa. Nyt [(P, pi)] ∈ PG(B), joten Yonedan lemman 7.20 todistuksen perus-
teella on olemassa sellainen luonnollinen transformaatio η kontravariantin Hom-funktorin
hB ja funktorin PG(−) välillä, jolle pätee
ηX ([f ]) = PG(−)(f) ([(P, pi)]) = [f ∗P ] .
Huomataan, että morﬁsmi ηX on täsmälleen kuvaus φ, joka on Lauseissa 7.15 ja 7.16 osoi-
tettu bijektiiviseksi.
Samalla tavalla voidaan Yonedan lemman avulla muodostaa luonnollinen transformaatio
η′ kontravariantin Hom-funktorin hB′ ja funktorin PG(−) välillä. Samoilla perusteluilla
kuin morﬁsmin ηX kohdalla, nähdään että jokainen η
′
X on bijektio. Siis η ja η
′ ovat luon-
nollisia isomorﬁsmeja. Tällöin kuvaukset θX = η
′−1
X ◦ ηX : Hom(X,B) → Hom(X,B′)
kaikilla yhtenäisillä CW-komplekseilla X muodostavat luonnollisen isomorﬁsmin funkto-
rien hB ja hB′ välille. Merkitään [f ] = θB([idB]). Tällöin [f ] ∈ Hom(B,B′). Koska θ on
luonnollinen transformaatio, seuraava kaavio kommutoi:
Hom(B,B) Hom(B′, B)
Hom(B,B′) Hom(B′, B′)
θB θB′
[−◦f ]
[−◦f ]
Koska θB′ on bijektio, on olemassa sellainen [g] ∈ Hom(B′B), että θB′([g]) = [idB′ ]. Tällöin
sijoittamalla [g] yllä olevaan kaavioon saadaan seuraava kaavio:
[g ◦ f ] [g]
[f ] [idB′ ]
θB θB′
[−◦f ]
[−◦f ]
Koska θB on bijektio, voidaan päätellä, että [g ◦ f ] = [idB]. Vastaavasti löydetään (kos-
ka myös kuvausten θ−1X muodostama perhe on luonnollinen isomorﬁsmi) sellainen [f
′] ∈
Hom(B,B′), että [f ′ ◦ g] = [idB′ ]. Tällöin [f ] = [idB′ ◦ f ] = [f ′ ◦ idB′ ] = [f ′]. Siis
[g ◦ f ] = [idB] ja [f ◦ g] = [id′B], joten f on homotopiaekvivalenssi. Kanonisuus tarkoittaa
tässä sitä, että [f ] tulee luonnollisesta transformaatiosta θ.
Tässä vaiheessa herää luonnollisesti kysymys, että mistä tiedämme universaaleja G-
pääkimppuja ylipäätään olevan olemassa. Viittaamme tältä osin John Milnorin artikkeliin
[9], jossa konstruoidaan luokitteluavaruus ryhmälle G.
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Lause 7.22. Jokaisella topologisella ryhmällä G on luokitteluavaruus.
Todistus. [9], Lause 3.1.
Määritelmä 7.23. Olkoon G ryhmä ja n positiivinen kokonaisluku. Yhtenäinen topolo-
ginen avaruus X on tyypin K(G,n) Eilenberg-MacLane-avaruus (lyhyemmin K(G, n)), jos
sen n:s homotopiaryhmä pin(X) on ryhmä G ja muut homotopiaryhmät ovat triviaaleja.
Lause 7.24. Olkoon G diskreetti topologinen ryhmä. Tällöin mikä tahansa K(G, 1)-
avaruus on luokitteluavaruus topologiselle ryhmälle G.
Todistus. Annamme todistuksen hahmotelman. Olkoon B sellainen K(G, 1)-avaruus, jo-
ka on CW-kompleksi. (Todistus avaruuden B olemassaololle: [12], Lause 8.1, sivut 23-24.)
Tällöin B on yhtenäinen, lokaalisti yhtenäinen ja semi-lokaalisti yhdesti yhtenäinen, jo-
ten sillä on universaali peiteavaruus EG. Olkoon p : EG → B peitekuvaus. Universaalin
peiteavaruuden automorﬁsmiryhmä (eli niiden homeomorﬁsmien η : EG→ EG, joille pä-
tee p◦η = p, muodostama ryhmä) on aina pi1(B) ([7], Lause 1.39.) eli tässä tapauksessa G.
Peiteavaruuden määritelmän mukaan kaikilla x ∈ B on olemassa ympäristö U , jolle
pätee p−1U =
⊔
j∈J Vj (erillinen yhdiste avoimista joukoista), missä kaikilla j ∈ J , p|Vj :
Vj → U on homeomorﬁsmi. Tällöin p−1U ≈ U × G, ja (EG, p) on G-pääkimppu yli
avaruuden B (yksityiskohtaisemmat perustelut, ks. [2], esimerkki 5.1.)
Peiteavaruuksille pätee yleisesti, että pin(EG) = pin(B) kaikilla n > 1. Siis pin(EG) =
0, kun n > 1. Koska EG on universaalina peiteavaruutena yhdesti yhtenäinen, myös
pi1(EG) = 0. Siis EG on heikosti kutistuva, joten B on luokitteluavaruus ryhmälle G.
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